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INTRODUZIONE

La mia tesi di dottorato s’inserisce nell’ambito degli studi che mirano all’integrazione tra i
risultati della ricerca in educazione matematica e quelli della ricerca riguardante 1’e-learning. In
particolare la tesi indaga e discute le potenzialita dell’autovalutazione in modalita e-learning con
percorsi costruiti a partire dall’analisi degli errori commessi.

In questo contesto, la mia domanda di ricerca € stata: «individuare una metodologia per la
costruzione di percorsi di apprendimento, in autoformazione su piattaforme di e-learning, per il
superamento di difficolta in matematicax.

A tale scopo, ho innanzitutto individuato un ambito d’intervento e vari parametri connessi. Ho
scelto di considerare I’apprendimento dell’algebra lineare al primo anno di facolta scientifiche dove
la matematica & materia di servizio, quale ingegneria. Questa scelta & stata dettata anche dalla
possibilita concreta di avere dati a disposizione sia in fase di analisi in partenza sia in fase di
verifica/validazione. Tra le potenzialita dell’e-learning, ho scelto di dare priorita alla
personalizzazione dell’apprendimento, quindi i percorsi da costruire si differenziano in base alle
difficolta dello specifico studente. Allo stesso tempo, volendo proporre questi percorsi su larga scala
- dato il numero alto di studenti, ho scelto di basare tali percorsi su strumenti «automatici» presenti
nelle piattaforme di e-learning, quali i quiz.

Il lavoro di ricerca che ho svolto puo essere riassunto dal seguente diagramma:

| .:_..II;_.IFFICOL'I-_':A:':.
e " R\EEERARE
“CLASSIFICARE SPERI MINTARE :
TNTERVENIRE, PLEMENTARD
“COSTRUIRE > SRR

Partendo dalle difficolta degli studenti, analizzo da dove nascono queste difficolta (errori). Sulla
base dell’analisi fatta, vado a effettuare una classificazione degli errori; successivamente progetto un
intervento di recupero, sfruttando le potenzialita del e-learning in particolare quiz a risposta chiusa.
Le domande che vanno a comporre i quiz vengono costruire a partire dalle difficolta, e i quiz stessi

vengono strutturati in modo da definire la costruzione di percorsi di recupero, in base alla



classificazione delle difficolta. La metodologia descritta e stata implementata e validata su una
piattaforma di e-learning.

Nel seguito vado a dare una panoramica di quello che presento nella tesi.

Nei primi capitoli presento i principali risultati del quadro teorico di riferimento. Per la
particolarita dell’oggetto della tesi, tale quadro si riferisce alla ricerca tanto nel campo dell’e-
learning (dal punto di vista sia tecnico sia  teoretico) quanto in  quello
dell’insegnamento/apprendimento della matematica.

Nel capitolo | esamino i diversi tipi di valutazione assistita dal computer, sia per lo studente e sia
docente: valutazione complessiva, valutazione formativa, valutazione diagnostica. Esamino i
benefici dell’uso dei quiz in modo che sia una risorsa utile per I’apprendimento dello studente. I
perno centrale dei quiz ¢ 1’autovalutazione formativa che offrono. L’autovalutazione fa parte del
percorso stesso e serve a guidarlo, svilupparlo e correggerlo. Per alleggerire i limiti dei quiz ho
individuato qualche possibile soluzione che i mezzi tecnologici ci permettono.

Nel capito Il esamino la costruzione di un percorso di recupero e autoformazione a partire dagli
errori. Il punto di partenza ¢ I’errore nel senso di Borasi: “trampolino di lancio per la ricerca”
(Borasi, 1996). Esamino in maniera ampia il ruolo dell’errore dal punto di vista epistemologico,
pedagogico e didattico, facendo riferimento a importanti esponenti di questi campi. Tutti questi
esponenti rilevano che quanto 1’errore sia importante nella costruzione della conoscenza.

Analizzare gli errori serve a fare una classificazione dettagliata delle difficolta, che € un
parametro importante nella strutturazione delle attivita nell’intervento di supporto/recupero.

Nel capitolo Il esamino le classificazioni delle difficolta presenti in letteratura: dicotomia
errore/shaglio; tassonomia Math; competenze di Niss.

Nel capitolo 1V presento I’analisi dei protocolli di algebra lineare, degli studenti del primo anno
di Ingegneria, cercando di capire da dove nascono queste difficolta: abilita cognitive, atteggiamenti
meta-cognitivi e non cognitivi etc. Tutto questo lavoro é servito per definire una mia classificazione
delle difficolta, legata alle cause che hanno generato tali difficolta.

Nel capito V vado a definire una metodologia per la costruzione di un percorso di recupero-
autoformazione in algebra lineare. La metodologia usata si basa sul costruttivismo che dipende non
solo dalle singole attivita, ma soprattutto dal fatto che esse siano simultaneamente presenti e dalle
scelte possibili e dalle loro mutue relazioni. Le attivita didattiche sono state implementate in
modalita e-learning nella piattaforma IWT.
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1 Valutazione assistita dal computer

1.1 Tipologie di valutazione

La valutazione complessiva é di solito effettuata alla fine di un corso e si usa per raccogliere
prove dagli studenti intorno al livello attuale, le qualita di conoscenze e le competenze conquistate.
Le valutazioni complessive sono spesso usate per determinare se gli studenti hanno appresso quello
che dovevano apprendere dopo aver frequentato il corso e se possono essere ammessi al successivo
livello di formazione. Le valutazioni complessive sono spesso anche un contributo formale per il
voto finale dello studente.

La valutazione formativa € una valutazione in itinere e ha lo scopo di fornire un feedback sul
livello reale di conoscenze e competenze acquisite. E spesso fatta sotto forma di autovalutazione per
aiutare gli studenti a valutare il proprio lavoro e di riconoscere i punti di forza e di debolezza. Ci
sono diversi scopi per i quali una valutazione formativa pud essere utilizzato, puo aiutare gli
studenti a rinforzare I'apprendimento su una parte del materiale del corso, ad esempio, esercitazioni
dopo le lezioni o per verificare la loro preparazione in vista dell'esame cioe una prova di una
valutazione formale. La valutazione formativa pud essere anche un mezzo per esercitarsi in modo
da stimolare il pensiero e il ragionamento dello studente o per analizzare in profondita alcuni
concetti, cosi come un mezzo per fornire un feedback sui progressi degli studenti, che puo essere
utilizzato anche dal docente per fare modifiche al programma del corso e all'organizzazione.

La valutazione diagnostica e in genere una valutazione che si fa all'inizio di un corso per
accertare quali sono le conoscenze pregresse dello studente e la competenza e identificare i punti di
forza e di debolezza dello studente. Questo tipo di valutazione aiuta il docente a indirizzare i propri
corsi secondo lo stato cognitivo degli studenti e in funzione degli obiettivi didattici del corso.
Sebbene i suoi scopi siano diversi da quelli degli altri due tipi di valutazione, possono essere
eseguiti sia come un esame o un test di formazione (Bartalini, 2008, p.45)

1.2 Quiz e ’autovalutazione formativa

La diffusione dell'e-learning ha portato di moda I'uso della valutazione on-line, che consistono
in valutazione assistita dal computer (CAA) consegnato su un server locale o remoto e fornisce
potenti strumenti per automatizzare una parte importante del processo di apprendimento. Si discute
I'uso del modulo Quiz, disponibile in piattaforme di e-learning. Loro permettono di impostare le
varie domande con risposte chiuse (scelta multipla, vero / falso, domanda di completamento,
domanda a corrispondenza) e di avere una valutazione automatica. E indubbio che abbiano alcuni

grossi svantaggi: per esempio, nel caso di apprendimento matematico, essi non mettono in gioco



tutte le competenze, come per costruire una strategia o un testo, permettono l'uso di strategie
improprie, quali tentano di indovinare la risposta giusta o di indovinare le posizioni dei distratori
dati. Comunque, riteniamo che il lavoro possa essere fatto al fine di limitare tali inconvenienti e
rendere l'uso di quiz per diventare risorse utili per I’apprendimento dello studente.

L’uso che vogliamo fare dell’autovalutazione ¢ del tipo ‘formativo’, 0 in altre parole vogliamo
usare la valutazione non per misurare i risultati dell’apprendimento (valutazione complessiva) ma
per migliorare il processo di apprendimento mentre questo avviene. L’autovalutazione non ¢ quindi
alla fine di un percorso, ma fa parte del percorso stesso e serve a dirigerlo, svilupparlo, correggerlo,
migliorarlo. Per questi motivi, il ruolo del feedback dato allo studente assume un’importanza
centrale, poiché diventa mezzo principe in cui si attuera un’opportunita di guida da parte del
docente per migliorare il processo di apprendimento dello studente. In questo senso si parla quindi
di ‘feedback formativo’ (Schulze & O’Keefe, 2002, In Ibabe, I. & Jauregizar, J. 2008), cioe di
quelle informazioni, che possono essere usate dallo studente per migliorare I’apprendimento, quindi
suggerimenti, rimandi a ulteriore materiale di approfondimento, istituzionalizzazione di
apprendimenti avvenuti, indicazioni per ulteriori passi da fare. Pertanto, nel caso dei quiz, per
rendere efficace il feedback, non basta impostare le domande in modo tale che il computer dica
semplicemente se la risposta e corretta o errata, ma c’¢ bisogno di dare opportune indicazioni in
caso di risposta errata, che ed es. spieghi o provochi una riflessione sul perché la risposta scelta &
sbagliata e/o dia qualche suggerimento che possa portare lo studente ad approfondimenti che
possano permettergli di raggiungere la conoscenza richiesta. Il disegno di un quiz richiede quindi
anche un’approfondita analisi degli opportuni feedback da dare in caso di risposte errate. Infine
notiamo che per i nostri obiettivi non ci interessa tanto il voto che il quiz restituisce quanto piuttosto

ci interessa di focalizzare I’attenzione dello studente sui suoi punti di forza e di debolezza.

1.3 Una panoramica sui quiz

1.3.1 Le caratteristiche

Nel nostro caso, I’uso dei quiz ¢ indirizzato all’autoformazione e all’autovalutazione. | classici
parametri in cui si valuta un quiz sono:

Validita: € la proprieta per cui un quiz (o anche un singolo item) mette realmente (o intende di
mettere) in gioco le competenze.

Affidabilita: & la proprieta per cui I’esito del quiz non ¢ influenzato da fattori esterni o
occasionali.

Praticita: e la possibita di costruire, usare e valutare un quiz senza un enorme spreco di risorse

da parte di chi lo deve preparare e gestire, sia di chi lo devo affrontare.



Effetti collaterali: sono quelli che nascono dal fatto che una qualsiasi forma di valutazione senza
dubbio influisce ¢ orienta 1’insegnamento/apprendimento. Per questo anche i quiz devono evitare di
orientare (anche indirettamente o involotariamente) verso le forme insegnamento/apprendimento
discutibili, come ad esempio I’appiatamento sui contenuti o il disinteresse per rappresentazione e
linguaggio.

Nel caso in cui ci interessa, e cioé dell’uso autovalutativo ¢ autoformativo dei quiz, i quattro
parametri appena illustrati sono importanti, poiché & neccesario evitare di indirizzare gli sforzi degli
utenti nelle direzioni sbagliate, di fornire informazioni distorte sulla loro preparazione e di orientare

il loro studio successivo in maniera adeguata.

1.3.2 Potenzialita delle domande arisposta chiusa
Gli effetti dei quiz a rispota chiusa sono diretti e indiretti.

Gli effetti diretti derivano dal quiz stesso, del test (o item) stesso, quindi c’e’ soltanto uno studio
delle risposte dei item.

| quiz hanno anche effetti indiretti, nel senso che fruendo quiz piu e piu volte, ogni giorno,
settimana, semestre, in tempo di esame, gli studenti sono spronati a studiare di piu e a distribuire e
prolungare nel tempo lo studio.

Di seguito focalizziamo I’attenzione sui benefici dei quiz.

Autosufficienza: una delle caratteristiche dei quiz a risposta chiusa, implementati in una
piattaforma di e-learning, e la possibilita di valutazione e feedback automatici che loro offrono.
Infatti, questi quiz non richiedono tutori per la correzione. Questa particolarita & utile quando la
valutazione si orienta verso gruppi numerosi di studenti, perché permette di offrire loro esperienze
che con i metodi tradizionali sarebbero proibitive. Il ruolo del tutor resta ancora fondamentale,
semplicemente cambia il luogo e il tempo del suo intervento. Non interviene piu nel momento in cui
il singolo studente interagisce con 1’attivita, ma si preoccupa di progettare gli item dei quiz e la sua
attivita tutoria si rende concreta nella predisposizione di adeguati feedback per ciascuna possibilita
di risposta giusta o sbhagliata. L’importanza del feedback formativo per migliorare 1’apprendimento
rende il ruolo di tutor online cruciale anche quando si usano quiz a risposta chiusa.

Spazio-tempo: superamento dei limiti spazio-tempo per la valutazione, lo studente puo accedere
a un quiz fuori dai tempi “istituzionali” ma decide autonomamente dove e quando farlo.

Flessibilita d’uso: gli studenti possono ritagliarsi attivita formative delle dimensioni e delle
difficolta adeguate. E possibile costruire una sequenza dei quiz di difficolta crescente in modo da
consentire agli studenti di affrontare le difficoltd gradualmente. Questo influenza anche i fattori
affettivi, poiché lo studente ha la possibilita di svolgere attivita alla sua portata evitando la

frustrazione che potrebbe derivare da tanti insuccessi.
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Sfida: avendo la possibilita di un feedback immediato, gli studenti possono essere motivati a
proseguire e migliorare i propri punteggi, ripetendo piu e piu volte, € uno stimolo in pit anche nel
caso di risultati resi pubblici in tempo reale. Allo stesso tempo, i feedback dati ai quiz possono
essere utili a migliorare le conoscenze dello studente e nello stesso tempo ridurre la necessita del
tutor. Le piattaforme di e-learning offrono mezzi di reportistica che possono essere usati e utili allo
studente per monitorare i propri progressi. In questo modo ogni studente ha la possibilita di avere
una visione chiara del proprio stato di conoscenze e pud pure confrontarsi con i compagni di
studio/classe (pur nel rispetto delle norme di privacy).

Auto-efficacia: la possibilita di provare, fare e sbagliare senza il giudizio di un altro essere
umano puo aiutare alcuni studenti a crescere piu sicuri e di sviluppare un atteggiamento piu positivo
verso il loro prodotto.

Apprendimento: l'interazione con le risorse potrebbe essere utilizzati per aggiungere qualche
pezzo di conoscenza. Va sottolineato comunque che I'utilizzo di risorse di questo tipo potrebbe
rivelarsi un po’ rischioso, tale da indurre qualche studente a trascurare le competenze che si
riferiscono ad es. all’argomentazione.

Monitoraggio metacognitivo: i quiz permettono agli studenti di riflettere sui contenuti appresi.

Inoltre, familiarizzano col significato dei contenuti e possono recuperare conoscenze mancanti.

1.3.3 Limiti delle domande a risposta chiusa
E chiaro che i quiz a risposta chiusa hanno anche diversi limiti, a fronte dei vantaggi prima elencati.
Andiamo ad analizzarli.

Mancanza di alcuni tipi di abilita di farlo: ad es. agli studenti non é chiesto di creare un testo o
una rappresentazione per illustrare o stimolare la strategia creata, invece 1’abilita di farlo € un
traguardo essenziale in educazione matematica. | quiz sono lontani dalle attivita di classe quali
discussione e dimostrazione. Una proposta per superare questo limite & di affiancare ai quiz una
sessione di discussione online, in forum o chat.

Mancanza d’impostazione del procedimento risolutivo: &€ comunque fuori di dubbio che gli item
(stimolo, domanda, problema, ...) a risposta chiusa non mettono in gioco 1’abilita di impostare una
strategia risolutiva di un problema basandosi soltanto nella lettura del testo, ma soltanto di scegliere
fra alcune scelte. I quiz rischiano di produrre quindi apprendimento meccanico e superficiale.

Consentono strategie inadeguate: altro rischio delle risposte chiuse e che gli studenti tirino a
indovinare o cerchino di trarre informazione dai distrattori e soprattutto della forma dei quiz
vero/falso. Per questo ¢ importante che tra le scelte ci sia “Altro” o “Nessuna delle precedenti” e

che quest’opzione sia quella corretta in un numero significativo di casi.



Di seguito mostriamo un esempio per capire la differenza che puo esserci tra una domanda a
risposta chiusa e una a risposta aperta.
Consideriamo il quesito della Figura 1.3-1

Il complemento algebrico dell'elemento a., della matrice

3

Figura 1.3-1

che, in versione a risposta aperta, corrisponde alla domanda: Quanto vale il complemento algebrico
dell’elemento a,; della seguente matrice A?

E chiaro che i due item, anche se hanno lo stesso contenuto, mettono in gioco competenze
totalmente diverse. La versione a scelta multipla da implicitamente varie informazioni, ad esempio
dice che la risposta & un numero tra -26 e 52 e richiede al piu qualche prova. Invece la versione a
risposta aperta richiede comunque una schematizzazione del problema. E un dato di fatto che gli
item a risposta chiusa lasciano piu possibilita alle risposte a caso o a strategie di risposte che

ragionano sulla spartizione dei distrattori o su eliminazione dei casi piu inaccettabili.

1.3.4 Struttura degli item

Nella costruzione dei quiz risulta la necessita di un’analisi attenta di che cosa ogni item mette
veramente in gioco senza limitarsi a classificarne il contenuto. E evidente che gli item che
richiedono la sola applicazione di un algoritmo, di scelta fra le possibilita proposte, forse iniziando
non dalla lettura del testo ma dalla sola individualizzazione di parole-chiave, non mettono realmente
in gioco le competenze richieste. Si tratta quindi di progettare item che richiedano la lettura accurata
del testo cosi come la schematizzazione della situazione problematica, e che scoraggino 1’uso di
strategie improprie.

Tutto questo si puo realizzare con variazioni continue della struttura dei test e delle richieste,
con la scelta accurata dei distrattori, con I’inserimento sistematico tra le scelte le voci del tipo
‘altro’, ‘nessuna delle risposte ¢ adeguata’ e devono essere quelle risposte da scegliere in un numero

dei casi sufficiente. Questa non proibisce la valutazione automatica dei risultati, dunque la risposta
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appropriata non e chiesta, ma comunica informazioni sulle abilita critiche degli utenti e scoraggia le
strategie inadeguate che Vinner chiama ‘pseudoanalitiche’ (Ferrari 2013).

| quiz consentono attivita multisemiotiche. (O’Halloran 2005 & P. L. Ferrari 2013),
considerano tre gruppi di sistemi semiotici: il linguaggio verbale, le notazioni simboliche, le
rappresentazioni figurali. 1l ruolo del linguaggio verbale & centrale per vari fattori: e riflessivo (cioe
e capace di parlare di sé), & capace di classificare, il mondo reale anche in maniera poca esatta,
articola diverse voci di una cultura, consente la disponibilita di una vasta gamma di varieta
linguistiche da quelle pure quotidiane a quelle piu avanzate. Il ruolo delle notazioni simboliche €
discutibile ma e essenziale nella gestione delle conoscenze matematiche. In accordo con P. L.
Ferrari le notazioni simboliche supportano la decidibilita dei concetti e la calcolabilita dei
procedimenti, piuttosto che negli esseri sicuri di un improbabile rigore. Molto controverso € anche il
ruolo delle rappresentazioni figurali, che mettono in gioco procedure cognitive, che € complessa la
loro schematizzazione, ma e fuori del dubbio che nel bagaglio delle competenze degli studenti ci
deve essere 1I’abilita di interpretare una rappresentazione figurale.

Gli item di un quiz pud contenere testi verbali, simboli, icone. E possibile costruire item
adeguati per verificare I’abilita di usare la varieta di sistemi semiotici, dal punto di vista di Duval

che chiama il coordinamento di sistemi semiotici.
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2 La costruzione di un percorso di recupero e autoformazione
a partire dagli errori

2.1 Definizione di errore

Lo studio degli errori € sempre un ‘tema caldo’ sia perché affonda le sue radici nell’umanita sia
perché é all’origine dell’apprendimento. L’errore fa parte naturale dell’essere umano, e non ¢ una
caratteristica necessariamente negativa, come sottolineato sia da Tagore che ci ricorda che, se si
chiude la porta all’errore, anche la verita resta fuori, sia da Metastasio che sostiene come
“sbagliando s’impara” (Baldini, 2001).

Gia nel XVII secolo si parlava di errore in matematica in senso positivo. Bacone (1620) infatti,
dice: “I’uomo che comincia con certezza finisce nel dubbio, ma colui che comincia nel dubbio
finisce con certezza”.

La stessa Maria Montessori ne parla come “Signor Errore”, ¢ rileva la necessita per le scienze
esatte di richiamare 1’attenzione sull’errore, proprio perché sono scienze che hanno il compito di
evidenziarli (Montessori, 2001). Questo “Signor Errore” ¢ protagonista indiscusso della mia tesi,
che mira al recupero delle difficolta, di cui I’errore ¢ indicatore privilegiato.

Per prima cosa, quindi, nel seguito andiamo a dare la definizione di errore. Tra le varie che si
possono trovare in letteratura, abbiamo scelto quella di Radatz:

e gli errori nell’apprendimento della matematica non sono semplicemente I’assenza di risposte
corrette o il risultato di irregolarita sfortunate, ma sono conseguenze di processi definiti in
cui la natura deve essere scoperta;

e sembra essere possibile analizzare la natura e le cause basilari degli errori, dal punto di vista
dei meccanismi informazione — elaborazione del singolo;

e I’analisi degli errori offre diversi punti di partenza per la ricerca sui processi con i quali gli

studenti apprendono la matematica. (Wiens, 2007, p.5)

Iniziamo col fare alcune riflessioni sul ruolo dell’errore nella scienza fatte da vari esperti, quali
filosofi, epistemologici, matematici, fisici e psicologici. A tal fine, di seguito facciamo una
carrellata di citazioni sull’errore date da alcuni esponenti principali della ricerca, quali: Karl Popper
(1902-1994) filosofo ed epistemologo austriaco; Gaston Bachelard (1884-1962) importante filosofo
della scienza del ‘900, epistemologo francese; Federico Enriques (1871-1946) grande matematico e
filosofo della scienza italiana; Dario Antiseri (1940-) filosofo italiano; Giovanni Vailati (1863-

1909) filosofo, matematico e storico italiano; Ernst Mach (1838-1916) fisico, filosofo e

12



neuroscienziato austriaco. Ogni citazione mette in evidenza sfaccettature diverse dell’errore ed ¢

stata per noi fonte di ispirazione e di motivazione per il lavoro fatto.

Karl Popper:

«E impossibile evitare ogni errore o anche soltanto quelli in sé evitabili. Errori vengono fatti
incessantemente da tutti gli scienziati. Naturalmente rimane nostro compito evitare quanto sia
possibile gli errori, ma proprio per evitarli dobbiamo prima di tutto aver chiaro quanto sia difficile
evitarli, e che questo non riesce completamente a nessuno. L’accertamento della difettosita di una
teoria di successo o di un procedimento pratico molto impegnato pud costituire un’importante
scoperta. Dobbiamo percio mutare la nostra posizione nei confronti degli errori. Da qui deve
iniziare la nostra riforma pratica ed etica. Perché la vecchia posizione dell’etica professionale
conduce a passare sotto silenzio i nostri errori, a nasconderli e a dimenticarli il piu velocemente
possibile. Poiché dobbiamo imparare proprio dai nostri errori, dobbiamo anche imparare ed
accettare, addirittura ed accettare con gratitudine, quando altri richiamano su di essi la nostra
attenzione. Dissimulare gli sbagli & percio il piu grave peccato intellettuale. Dobbiamo percio
cercare costantemente con gli occhi i nostri errori. Quando li troviamo, dobbiamo imprimerceli

bene nella memoria per andare fino in fondo ad essi» (Popper, 2001, pp. 70-71).

Gaston Bachelard:

«Quando si ricercano le condizioni psicologiche dei progressi della scienza, ci si convince ben
presto che € in termini di ostacoli che bisogna porre il problema della conoscenza scientifica. E non
si tratta di considerare ostacoli esterni, come la complessita e la fugacita dei fenomeni, oppure
d’incolpare la debolezza dei sensi e dello spirito umano, perché ¢ all’interno dell’atto stesso del
conoscere che, per una specie di necessita funzionale, appaiono lentezze e confusioni. E qui che
mostreremo alcune cause di stagnazione e persino di regresso della scienza; qui ne rileveremo le
cause d’inerzia; e tutte queste cause le chiameremo ostacoli epistemologici [...]. Il pensiero
empirico é chiaro a posteriori, quando il meccanismo delle ragioni & gia stato messo a punto.
Tornando su un passato di errori, la verita si trova in un vero e proprio pentimento intellettuale. Si
conosce, infatti, contro una conoscenza anteriore, distruggendo conoscenze mal fatte, superando
quello che nello spirito stesso fa da ostacolo alla spiritualizzazione» (Zan, 2012, p.22).

«L’errore non ¢ un ostacolo alla conoscenza, anzi questa si caratterizza come una prospettiva di
errori rettificati. Chi ama la routine, chi cerca solo successi, chi non ha un rapporto positivo con
I’errore non puo partecipare fruttuosamente al gioco della scienza. L’errore, € un fatto positivo,

normale e utile» (Baldini, 2001, p. 9).
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Federico Enriques:

«Il maestro sa che la comprensione degli errori dei suoi allievi € la cosa piu importante della sua
arte didattica. Egli impara presto a distinguere gli errori significativi da quelli, che non sono
propriamente errori — affermazioni gratuite di sfacciati che cercano di indovinare — dove manca lo
sforzo del pensiero, della cui adeguatezza si vorrebbe giudicare. E degli errori propriamente detti,
che talora sono in rapporto con manchevolezze delle singole menti, ma nei casi piu caratteristici si
presentano come tappe naturali del pensiero nella ricerca delle verita, il maestro sa valutare il
significato educativo: sono esperienze didattiche che egli persegue, incoraggiando 1’allievo a
scoprire da sé la difficolta che si oppone al retto giudizio, e percio anche ad errare per imparare a
correggersi. Tante specie di errori possibili sono altrettante occasioni di apprendere. [...] In breve
chi cammina impara che ogni camminare ci espone a cadere, ma perfino la caduta val meglio della

sicurezza dello star fermi» (Enriques, 2001, p. 56).

Dario Antiseri:

«Quando in una scolaresca si scopre un errore, questo deve essere un momento di gioia. Ed e da
apprezzare sia chi ha osato sbagliare, sia chi ha scoperto 1’errore, sia chi propone una soluzione
migliore. Abbiamo scoperto un errore, cerchiamo quindi di eliminarlo, cerchiamo di migliorarci. In
questo modo nessuno si vergognera di tentare soluzioni, nessuno sara costretto a bloccare la sua
creativita. E nessuna s’insuperbira per aver trovato nell’altro un errore» (Baldini, 2001, p. 10). [...]
L’errore ¢ una felix culpa, ma non ¢ un peccato. L’unica cosa di cui dobbiamo vergognarci non
sono i nostri errori, ma il fatto che spesso per un motivo o I’altro, li copriamo o li proteggiamo:
questa la nostra tentazione oscurantista. [...] L’errore ¢ il motore della ricerca, perché ogni scoperta
di un errore € la scoperta di un nuovo problema e un nuovo problema ¢ la richiesta di una nuova

teoria, di una teoria piu potente» (Mollo, 2001, pp.160 e 178).

Giovanni Vailati:

«Le opinioni, siano esse vere o false, sono pure sempre dei fatti, e come tali meritano ed esigono
di essere prese a oggetto d’indagine, di accertamento, di confronto, d’interpretazione, di spiegazione
precisamente come qualunque ordine dei fatti, e allo stesso scopo; allo scopo cioé di determinare,
per quanto ci € possibile, in mezzo alle loro varieta, alla loro complicazione, alle loro trasformazioni,
gli elementi costanti, le uniformita, le leggi insomma da cui il loro succedersi & regolato.
Un’asserzione erronea, un ragionamento inconcludente d’uno scienziato dei tempi trascorsi possono
essere tanti degni di considerare quanto una scoperta o un’intuizione geniale, se essi Servano

ugualmente a gettar luce, sulle cause che hanno accelerato o ritardato il progresso delle conoscenze
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umane o a mettere a nudo il modo d’agire delle nostre facolta intellettuali. Ogni errore ci indica uno

scoglio da evitare mentre non ogni scoperta ci indica una via da seguire» (Binanti, 2001, pp. 14-15).

Ernst Mach:

«Conoscenza ed errore discendono dalle stesse fonti psichiche; solo il risultato permette di
distinguerli. L’errore riconosciuto con chiarezza €, come correttivo, altrettanto utile e
cognitivamente positivo. Il modo migliore perché un allievo ci impadronisca di una conoscenza € di

fargli percorrere la via su cui é stata ottenuta» (Binanti, 2001, p. 16 e p. 28).

2.2 Epistemologia, pedagogica e didattica dell’errore

Epistemologia, la storia della scienza, pedagogia e didattica, sono legate dal sottile ‘lama’
rappresentata dall’errore, dalla ricerca dell’errore e dal suo superamento. Tutti 1 protagonisti di cui
sopra hanno riportato le voci, rilevano che quanto 1’errore sia importante nella costruzione della
conoscenza, poiché esso é ritenuto.

» naturale, perché fa parte della corrente attivita umana;
> positivo, perché la sua correzione aumenta le conoscenze del discente;

» vantaggioso, perché mette lo studente in condizione di apprendere dall’errore.

Secondo Cartesio, il corretto uso del cervello non potrebbe dar luogo a errori, che quindi
nascono dal seguire percorsi non razionali. C’¢ da dire che purtroppo la ‘veste positiva’ dell’errore
non viene mai messa in evidenza, anzi nella nostra societa si vogliono sempre portare come
esempio persone che non shagliano mai. Agli stessi insegnanti piace far vedere davanti agli alunni
che essi non shagliano mai. In tempi antichi gli insegnanti mettevano le orecchie d’asino ai bimbi
quando shagliavano e picchiavano loro le dita quando scrivevano male. Di conseguenza, l'errore era
percepito come qualcosa di assolutamente negativo, da evidenziare con segni in blu o in rosso,
secondo la gravita, cercando di eliminare al piu presto possibile. Questi atteggiamenti sono nati in
accordo a un modello trasmissivo della conoscenza, nell’ambito della concezione behaviorista
dell’apprendimento.

Altro atteggiamento ampiamente diffuso ¢ quello di considerare I’errore solo a livello cognitivo,
in altre parole semplicemente come mancanza di conoscenza o abilita. Questa interpretazione é
molto riduttiva perché limita la possibilita di connettersi al problema che ha prodotto I’errore e di
conseguenza pud danneggiare anche le possibilita di un intervento efficace di supporto/recupero.
Un insegnante che addossi all’ignoranza la responsabilita e importanza dell’errore, attua, infatti,
solo interventi di tipo cognitivo che potrebbero essere inefficaci qualora I’origine dell’errore fosse

da ricercare in altro luogo, in aspetti metacognitivi e non cognitivi inadeguati, in errori fatti in
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precedenza o in visioni distorte della disciplina. L’interpretazione dell’errore in ambito
epistemologico, mira a unire il carattere problematico dell’errore con i meccanismi di generazione
dei saperi validi, tanto in campo scientifico quanto in campo didattico. Questo suggerisce
un’efficace interpretazione dell’errore come contrasto cognitivo, il cui superamento porta a nuova
conoscenza, che e proprio la tesi di Popper: “la nostra conoscenza si accresce nella misura in cui
apprendiamo dagli errori”.

In ambito epistemologico, Enriques definisce gli errori come “tappe naturali del pensiero nella
ricerca della verita”.

Secondo Popper, nella scienza come nella vita, si apprende per prove ed errori: quanto piu si
tenta tanto piu s’impara, anche se si fallisce ogni volta. Non esiste una metodologia per evitare
I’errore, che Popper vede anche come conseguenza dell’aver accettato una sfida significativa. Nel
procedere per tentativi, lo studente va man mano eliminando gli errori e confermando le intuizioni
giuste. Popper nella sostanza critica gli insegnanti che cercano di eliminare gli errori, perché in tal
modo essi abbassano le richieste e quindi il livello di apprendimento. Questo comportamento
dell’insegnante che identifica il successo con il fatto che lo studente da la risposta giusta porta lo
studente a dare attenzione principalmente ai prodotti e non ai processi, ed € ben noto che un
prodotto giusto non € indice di comprensione profonda di un sapere.

La voce di Bachelard enfatizza la dimensione temporale dell’errore, un aspetto cruciale anche in
ambito didattico. Anche Zan rileva che “I’errore di ieri o di oggi rimandano semplicemente, ad un
confronto fra un prima e un dopo” e il miglioramento di oggi viene attraverso la consapevolezza
dell’errore di ieri ed il suo superamento (Zan, 2012, p.25). E per questo motivo che Zan evidenzia
I’importanza didattica di lasciare tracce dell’errore come in un diario che accompagna la storia di
crescita individuale.

D’altra parte Bachelard ci ricorda che la storia della matematica comprende anche errori,
sebbene questa disciplina sia sempre vista come immutabile ed esatta. Essere consapevole di questo
permette all’allievo di vedere la matematica come piu viva € umana e al docente di essere piu
tollerante sia per gli errori dell’allievo che per i propri, quindi & anche vero che gli errori commessi
nella disciplina vanno contestualizzati storicamente, quindi valutato in quel momento storico.

Bachelard afferma che: “come 1’'uomo consacrato alla cultura scientifica € un eterno scolaro,
cosi il desiderio segreto di ogni maestro deve essere quello di restare uno scolaro” (Baldini, p. 9-10).
Egli sostiene che gli errori non siano dolorosi, ma piuttosto educativi, e che debbano essere
circondati da un’atmosfera serena.

La testimonianza forse piu autorevole delle profonde implicazioni didattiche che hanno aspetti

epistemologici e storici € quella di Enriques e di Mach, che mostrano quanto sia facile per 1’uomo
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‘cadere in errore’, per cui occorre, essere umili di fronte alla scienza e al comune operare quotidiano.
Al tempo stesso, I’individuazione ¢ il superamento dei propri errori POssono produrre nuova
conoscenza, nella misura in cui questi non si ripetano, poiché ‘errare humanum est, perseverare
autem diabolicum’.

Allo stesso modo Antiseri sostiene che ogni insegnante deve riuscire a far comprendere ai propri
allievi che I’errore non ¢ qualcosa di scandaloso, ma il motore tanto del sapere scientifico quanto
del percorso educativo nel quale sono coinvolti. Pertanto i docenti devono creare nelle loro classi
un‘atmosfera in cui sia permesso sperimentare senza alcun timore.

Dal punto di vista pedagogico Vailati ritiene pedagogicamente importante lo studio della storia
della scienza, per permettere allo studente di ‘sperimentare’ il vero modo di procedere della scienza,
che diventa ‘esatta’ a posteriori, mentre la sua costruzione procede lungo una strada lastricata di
difficolta e di errori che hanno poi portato alle grandi conquiste della conoscenza.

In sintonia con tale pensiero Antiseri afferma che “la storia della scienza & un cimitero di errori,
di teorie cadute nella lotta per risolvere problemi. E quindi &€ un cimitero di eroi. La storia della
scienza ¢ la splendida e tortuosa storia di una disputa ininterrotta: di una disputta messa in atto per
trovare errori al piu presto possibile, al fine di eliminarli al piu presto possibili” (Antiseri, 2001, p.
102).

Il valore formativo dell’educazione sta proprio nell’acquisizione di una mentalita critica, nel
senso positivo del termine, ed ¢ questo lo scopo dell’insegnante. Questo ¢ anche il pensiero di J.
Astolfi, il quale afferma che “la competenza nel gestire gli errori degli studenti & una delle
caratterizzazioni piu peculiari della professionalita docente” (Pellerey, 2012, p. 38).

Infatti, una gestione ‘positiva’ dell’errore da parte del docente ¢ fondamentale per permettere
all’allievo di sviluppare un atteggiamento positivo nei confronti della matematica e di migliorare il
senso di autoefficacia.

Questi sentimenti negativi fanno riferimento a come I’allievo interpreta 1’esperienza per cui

affermiamo, come gia detto, la necessita di un ambiente sereno dove sia ‘permesso’ shagliare.

2.3 Errore come risorsa didattica

Il Costruttivismo radicale, indicazioni per la didattica matematica

Secondo il costruttivismo la conoscenza non esiste separatamente dal soggetto che conosce, che
la riceve in un gioco dinamico tra un individuo vivace e la realta. L’individuo guida vivacemente
azioni, progetta e riprogetta la realta e i concetti, dunque questa teoria mette al centro del processo
formativo I’individuo. Di conseguenza la conoscenza non ¢ la scoperta di una fotografia oggettiva

della realta al di fuori del soggetto, ma e una costruzione individuale di significato. Il percorso di
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apprendimento € individuale e non progettato ma € il frutto di un complesso di fattori, creazione
interiore del sapere, impressioni, atteggiamenti e convinzioni.

Il costruttivismo non concorda con la teoria del razionalismo secondo cui la conoscenza esiste in
maniera assoluta, non risente dell’osservatore, e chiunque puo appropriarsene.

Non esistono vie che ti portano ad apprendimenti ottimali. Nell’ottica del costruttivismo
I’apprendimento ¢ il risultato dell’interpretazione della realta da parte del soggetto che apprende. In
moltissimi casi quello che trasmette I’insegnante non coincide con le interpretazioni dei soggetti,
perché il significato della conoscenza viene ricostruito dalle competenze e dalle intenzioni personali
di chi apprende.

L’apprendimento diventa significativo quando la conoscenza e circoscritta all’esperienza e i
modi di apprendere sono fortemente collegati alle situazioni in cui avvengono.

Il costruttvismo vede la conoscenza come processo metacognitivo, la sua costruzione é
aumentata dall’abilita di attivare i processi di controllo, scegliere e comporre gli oggetti in scena,
valutare le difficolta dal punto di vista personale e impersonale, creando attenzione sul prodotto
generato, analizzando pure lo stile cognitivo.

Tra le diverse vie del costruttivismo, quella del costruttivismo radicale di Ernst Von Glasersfeld
¢ la piu ‘trasparente’. Egli, infatti, € un esponente importante di questa teoria che ha applicato al
caso della didattica della matematica.

La sua teoria punta molto sulla distinzione tra il sapere scientifico e il sapere che viene dalla
sperimentazione. Il suo interesse & principalmente su quest’ultimo, dal punto di vista di un continuo
miglioramento del rapporto studente-docente e studente-studente.

Il costruttivismo radicale si fonda sui due seguenti fondamentali principi, enucleati da Von
Glasersfeld:

¢ la conoscenza nasce da una costruzione attiva da parte del soggetto;

e la funzione della conoscenza ¢ di progettare 1’esperienza, € non di manifestare conoscenza

metafisica.

Per questa teoria costruttivista 1’essere umano € un organismo che si perfeziona, prende e agisce
sulla realta fuori del dominio, crea mappe cognitive per percorrere le sue attivita e rappresentare le
sue esperienze.

Anche le mappe stesse si perfezionano e si adeguano alla realta pratica dell’individuo, e sono le
sue mappe stesse che lo guidano nella sperimentazione della realta. Allo stesso modo, il mondo nel
quale I'uvomo ¢ immerso diventa reale per il soggetto nel momento in cui egli ne sperimenta il

contrasto quando vuole adattarlo ai propri schemi.
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In altre parole, il costruttivismo radicale non accetta 1’esistenza della realta al di fuori della
percezione soggettiva della sperimentazione. Questo modello concorda con il pensiero di Popper e
dunque si appoggia sul pensiero critico e creativo, che rende la conoscenza un campo sempre da
ampliare in base alla realta con cui si viene in contatto.

Questa teoria offre spunti positivi sia per I’insegnante sia per ’allievo.

L’insegnante deve mettere in primo piano 1’alunno e stare molto attento a cosa quest’ultimo
pensa ¢ fa, senza forzare I’alunno verso la risposta giusta. Un ‘processo’ giusto ¢ molto piu
importante di un ‘prodotto’ giusto.

L’insegnante si deve svestire del modello trasmissivo del sapere, e capire che la conoscenza é
costruita personalmente dal soggetto. Qua entrano in gioco un fattore molto importante come il
linguaggio e le sue diverse rappresentazioni semiotiche.

Il compito dell’insegnante ¢ di correggere i concetti e le procedure errate, e per far questo deve
usare molta pazienza ed essere sufficientemente elastico mentalmente per indagare su come lo
studente sia riuscito a creare quella risoluzione. Il processo che porta alla risoluzione assume un
ruolo decisivo e pertanto e necessario lasciare lo studente da solo di fronte al problema, aiutare
soltanto se é chiesto e limitarsi a dare dei suggerimenti senza obbligo.

Ogni studente tenta di costruire il proprio sapere sulla base della sua conoscenza precedente che
puo contenere concetti giusti o errati, e quindi qualsiasi risoluzione di un problema che lo studente
da nasce da una propria percezione del problema e delle risorse che ha per risolverlo.

Condividivo lo stesso parere di Von Glasersfeld che dice: “il costruttivismo radicale non e un
dogma: ognuno deve scoprire se puo essere utile nel suo campo di esperienza” (Cardellini, 2004, p.
8).

2.4 |l valore dell’errore nell’ambito del processo di apprendimento

2.4.1 L’errore come fonte antropologica dell’apprendimento

L’essere umano nella vita si pone obiettivi da raggiungere, e I’apprendimento ¢ I’obiettivo della
didattica per I’insegnante e ’allievo.

Nell’educazione 1’apprendimento ¢ un complesso processo che porta 'uomo a conquistare e
comprendere, attraverso esperienze da cui nascono nuove conoscenze in grado di trasformare in
modo definitivo il suo comportamento.

Invece in matematica I’apprendimento € frutto di un processo personale, che dipende da tanti
fattori messi in scena, quali conoscenze, atteggiamenti, attivita metacognitive e non cognitive

(pensiero, memoria, attenzione, etc.), e che costituiscono una storia personale fatta di scoperte.
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Ragionare sull’andamento dell’apprendimento vuol dire ragionare in profondita su tutto quello
che porta allo sviluppo psichico, alla razionalita e ai modi d’interiorizzazione.

L’essere umano, a differenza delle altre specie, apprende fin da piccolo, quasi in maniera
istintiva, perché ha necessita di autodeterminarsi per affermarsi nel mondo. Questo gli permette di
arrivare a degli obiettivi prefissati, da solo oppure in gruppo. Osserviamo che I’essere umano ha un
privilegio: egli non sa solo apprendere ma é in grado di porsi in un ambiente, dove capisce come si
apprende, avendo la possibilita di riflettere e confrontare i percorsi che la vita gli presenta.

Nelle ricerche delle fonti antropologiche dell’apprendimento, 1’essere umano non ¢ abbinato
solo a conoscenze ordinate, accumulate, ma soprattutto a conoscenze complesse proprie della vita
umana stessa.

Condividiamo il parere di Rombach che rileva che: “I’apprendimento ¢ un elemente esistenziale,
vale a dire una di quelle costituenti fondamentali per la comprensione di sé nell’esistenza umana”.
(Zollo, 2012, p. 37).

Reboul sottolinea: “in primo luogo, I’apprendimento mette 1’uomo in condizione di appropriarsi
di tutte quelle condotte che gli consentono di soddisfare i bisogni; di utilizzare il saper fare appreso,
in situazioni diverse; di tentare, sulla base degli apprendimenti precedenti, di dare soluzione a
problemi diversi; di esercitare tutti i suoi poteri creatori e ricreatori che lo mettono in condizione di
saper fare e di saper essere; di impegnare, infine, in ogni saper fare e in ogni saper essere tutta intera
la sua persona. Il saper fare in tal modo, da padronanza di una tecnica, si traduce in padronanza di
se stesso”. (Zollo, 2012, p. 38).

Correttamente Clausse enfatizza che: “I’attivita mentale non comincia mai dall’ordine e dalla
chiarezza: comincia dalla confusione, approssimazione, superficialita”. (Mollo, 2001, p.157).

Infatti, I’approssimazione deve essere vista dagli alunni come un’occasione positiva.

Nell’esistenza umana non siamo accompagnati solo da percorsi lineari, sistemati, ma anche da
diverse vie che naturalmente possono contenere errori. Il processo di apprendimento non & solo
abbinato ad atteggiamenti metacognitivi (processi di controllo) ma anche da prove ed errori,
incertezze e certezze, ostacoli e passaggi.

Condividiamo il parere degli psicologi che dicono che I’errore e la verita sono generati dalla
stessa fonte, saldate alle radici antropologiche dell’apprendimento, e 1’errore durante il complesso
processo di apprendimento rappresenta un istante molto utile, che da stimolo ad andare oltre,
sempre piu vicino alla verita.

Se oggi la scuola pone obiettivi verso I’apprendimento personalizzato, bisogna tenere conto
molto dell’apprendimento individualizzato nel senso di dare agli alunni quello che serve loro, anche

attraverso 1’analisi degli errori che hanno commesso.
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Se, infatti, confutiamo il pregio dell’analisi dell’incerto, dunque eliminando gli errori, andiamo a
diminuire la crescita della personalita umana che cammina per intuizione, critica, successi-
insuccessi, cadute-alzate. 1l pregio dell’errore evidenzia il diritto di ciascuno ad autoprogrammarsi ¢
a sviluppare la propria personalita non gia cristallizzata.

Il miglioramento dell’essere umano dipende molto dal sapere sfruttare e usare 1’errore che porta
a indagare e trovare un buon percorso alternativo.

Un soggetto € in crescita quando, partendo da quello che sa, va avanti concentrandosi sui
processi e non sui prodotti. E certo che un apprendimento individualizzato migliora la personalita

nella misura in cui il soggetto accetta prima di tutto le proprie mancanze e il proprio limite.

2.4.2 Il pregio dell’errore nella costruzione dell’apprendimento

L’apprendimento ha luogo in ogni momento, a scuola e fuori di essa, e avviene anche senza che
noi lo strutturiamo perché accade in diversi modi. In questo processo di apprendimento ‘informale’,
ha molto importanza migliorare e usare bene quello che ¢ stato gia appreso.

Da quanto abbiamo visto al paragrafo precedente, I’errore ¢ presente in ogni momento
dell’attivita umana e quindi va accolto vantaggiosamente. Infatti, in precedenza molti pedagogisti
(Montessori, Bruner, Postman) hanno rilevato nelle loro ricerche il fatto che ’errore individua un
aspetto importante della dinamica dell’apprendimento. Postman afferma che: “il principale degli
errori metodologici commessi da buona parte degli insegnanti sta nell’insistere troppo nel dare
ragione agli studenti, senza valutare a sufficienza il ruolo dell’errore nell’apprendimento, di
conseguenza, gli studenti sono portati ad aver paura quando sbagliano”. (Postman, 2001, p. 135).

L’insegnante che usa in maniera critica e costruttiva gli errori fa abbassare la paura di sbagliare
e passa il messaggio che I’apprendimento nasce proprio dalla comprensione degli errori. Un’attivita
collaborativa, tra docente e studenti e tra studenti alla pari, in cui sono esaminati gli errori di tutti,
porta al contempo meno ansia e aiuto al recupero dei propri errori.

L’arte pedagogica dell’insegnante ¢ legata anche a stimolare negli studenti un comprensibile
grado d’insicurezza, facendoli addestrare alla ricerca dell’errore. Condividiamo il parere di Mollo
che rileva che: “I’incertezza ¢ viatico di un sano apprendimento” (Mollo, 2001, p.156). Infatti,
bisogna tracciare un nuovo approccio dove I’errore non ¢ visto pit come qualcosa di cui aver paura
0 evitare ma sia valutato e autogestito in modo positivo e normale, iniziando dall’idea che ’errore ¢
parte costitutiva della dinamica d’apprendimento e che un buon insegnante nel suo obiettivo
principale ha di creare un terreno fertile per stimolare questi processi dinamici.

Lo studente centrato nel suo cammino d’apprendimento dovra essere messo in grado di
autogestire gli errori, non solo a livello cognitivo, causato da mancanze di conoscenze, ma
soprattutto a livello metacognitivo applicando correttamente quello che sa e nello stesso tempo
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sanare le proprie lacune. Da questo punto di vista in ambito didattico e fondamentale avere il
controllo dell’errore e non eliminare/memorizzare subito, che incide negativamente nel processo di
apprendimento. Infatti, ’uso corretto degli errori deve diventare parte di un programma educativo
dove e la molla del progresso. Ronald M. Swartz sottolinea che: “studenti e insegnanti devono
sempre aver ben presente il fatto che il processo che porta alla soluzione dei problemi e un processo
dinamico, in cui I’errore non ¢ un ospite indesiderato, bensi costituisce una forza indubbiamente
positiva” (Baldini, 2001, p.117). Gli errori devono essere visti non solo come ostacoli alla
risoluzione di problemi, ma come inviti a collaborare e condividere con gli altri le difficolta. Infatti,
capita spesso che in un problema complesso trovare gli errori da solo é difficile, si sente la necessita
di chi ci sta accanto, che aiuta molto anche dal punto di vista affettivo in questa situazione non
semplice.

Gli errori devono essere analizzati sia in maniera cognitiva e soprattutto a livello metacognitivo,
andando a scoprire le radici di tali errori. Bisogna staccare I’errore da chi lo commette, liberando
dalla sofferenza del singolo. Analizzando gli errori capiamo che dobbiamo allontanare 1’idea che i
problemi ha solo una soluzione o meglio un unico percorso da seguire. In quest’ottica gli studenti
comprendono che i problemi sono situazioni dinamiche e non statiche. | soggetti sono fallibili e
anche da questa fallibilita nascono i propri prodotti, le loro attivita, le loro rappresentazioni in
ambito d’interpretazioni, osservazioni, e sperimentazioni, il progetto del futuro e una comprensione
del passato. Postman sottolinea cio che e particolarmente significativo in un procedimento
fallibilista & che esso é qualcosa di pit che un metodo di apprendimento (Postman, 2001, p.136).

Nelle pratiche educative/didattiche incontriamo molti errori, un miglioramento viene con un
approccio critico. Un buon insegnante capisce che non deve essere un giustificazionista, bensi che
cogliere tutte le idee che nascono dalle analisi degli errori ed eleminare qualcuno nel tempo giusto
prima di memorizzare. Allora cerchiamo di esorcizzare gli errori e ridurli. Non andiamo verso un
apprendimento significativo senza scoprire e ammettere il valore dell’errore che ¢ un generatore di
una verita in arrivo. L’errore veste la funzione di ‘generatore’ dell’apprendimento che si costruisce
mattone per mattone. Senza la scoperta degli errori non scopriamo la verita 0 meglio non andiamo
vicino alla veritd. E come togliere I’acqua alle piante. Togliere questa possibilita agli studenti
significa frenare 1’osservazione che ha molta importanza in un apprendimento efficace. L’errore
crea un buon ambiente nell’apprendimento che permette di sperimentare e di riflettere su quello che
sta facendo e sui risultati che si ottengono.

Esiste apprendimento quando si prosegue in maniera: prove-riprove; sperimentare-
risperimentare; verifiche-riverifiche, in un’ottica di pensiero induttivo. Si crea apprendimento

quando dedichiamo attenzione verso 1’oggetto in scena, verso qualcosa che indica difficolta. E la
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situazione di ‘attenzione concentrata’ — come definisce Maslow — a favorire esperienze
d’interessamento gratificante, sulla base del fatto di percepire e trattare un’esperienza come
qualcosa d’individuale (Mollo, 2001, p.173). Andiamo verso un apprendimento individualizzato che
si crea quando il soggetto e liberato dall’ansia di shagliare e usa un approccio critico del binomio
prove-errori. Qua entrano in gioco altri atteggiamenti affettivi che hanno un ruolo cruciale. In
questo caso non bisogna stimolare un apprendimento guidato ma dare esperienze di vari percorsi nel
senso che la crescita e scelta da loro soggetti motivati, che spendono tempo ed energie per adattarsi
a nuove situazioni che in qualche modo sono collegate a quelle precedenti. Infatti, in un
apprendimento significativo i due requisiti, sperimentazione e riflessione, sono cruciali, e
I’apprendimento che si costruisce nella dinamicita delle situazioni in cui il soggetto si trova.
Permettere allo studente di arrivare a una corretta risoluzione pur attraverso un percorso che al suo
interno abbia avuto degli errori, vuol dire che andiamo a valutare, e quindi a dare importanza, a
tutto il processo e non semplicemente al prodotto finale. Questo tipo di valutazione infonde fiducia
nell’allievo che si sente libero di ‘provare’ e ‘riprovare’, mentre una valutazione secca del prodotto
finale gli darebbe insicurezza e sfiducia perché non si valorizza I’impegno che lo studente mette
nello svolgimento del compito. Alla fine si corre il rischio che il soggetto perda anche la
competenza posseduta usata correttamente nei procedimenti precedenti nelle soluzioni dei problemi.
Adottare un approccio critico, sperimentare in un ambiente aperto con liberta, con interesse, sentire
e controllare la competenza in arrivo, confrontare con la competenza effettiva posseduta porta a
motivare un apprendimento significativo.

In questo processo adattivo, per i soggetti diventa cruciale [’autoaccettazione dell’errore
come motivo per proseguire e confrontare nuove situazioni che sicuramente porta crescita personale.
Gaetano Mollo afferma che: “in quest’ottica ampia 1’apprendimento non € solo ogni cambiamento
acquisito dal modo di comportamento dell’organismo, ma soprattutto una tendenza che una parte o
fase di esperienza vissuta puo rimanere nella persona, e insieme a ritornare in maniera appropriata
in un’esperienza ulteriore, tale che noi impariamo cio che viviamo, impariamo ogni argomento che
viviamo in quanto lo accettiamo, e lo impariamo nel grado in cui lo accettiamo” (Mollo, 2001,
p.175).

Qua siamo in una fase molto delicata in cui entrano in gioco i fattori metacognitivi. | processi di
controllo sono attivi nei soggetti quando sono ben adeguati, senza paura e sono motivati a scoprire
sfruttando la competenza effettiva. Lo studente deve avere tutta la liberta di esprimere perché non
apprende dall’obbligo esterno, ma apprende quando é in grado di adeguare quello che sa alle nuove

situazioni con le quali vengono a confrontarsi. Il soggetto conoscendo la situazione dentro di sé
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sente la necessita della correzione dell’errore accettato, portando su una via del miglioramento di
quello che ha appreso.

Da questo punto di vista I’errore ha un ruolo cruciale nella costruzione dell’apprendimento nel
senso di:

» una molla che spinge al piu in 3;

» liberazione della perfezione assoluta;

» protegge da atteggiamenti autoritari.

Infatti, la presenza dell’errore ¢ una forza in piu a sospingere in avanti per colmare una
mancanza che ’errore evidenzia, in altre parole come lo chiama Mollo ‘una fonte del divenire’
(Mollo, 2001, p.167). L’errore difende dalle immutabilita perché disputa partite con la mentalita
‘relativa’ della conoscenza. Protegge dal sistema autoritario perché addotta un approccio non
giustificazionista.

In quest’ottica, 1’errore diventa sorgente d’indagini e applicazioni sperimentali. Il processo
educativo é visto come azione individuale e non adatto a modelli costanti, fissati. Finora abbiamo
associato il pensiero del progresso con il pensiero della fallibilita e ne abbiamo mostrati i valori. Per
completare il cerchio, nell’equilibrio dinamico dell’apprendimento nasce la necessita di un pensiero
del riferimento/confronto a un modello che e un motivo in piu a riuscirci.

In quest’analisi non si puo non tener conto dell’importanza del pensiero intuitivo e creativo. Il
pensiero intuitivo fa nascere consapevolmente gli errori, psicologicamente aiuta molto
nell’attenzione e nell’analisi a posteriori, dunque il pensiero intuitivo costruisce informazione da
provare e sperimentare nell’analisi successiva. Si nota bene il legame stretto tra il pensiero intuitivo
e quello analitico. Allora nasce la necessita di andare fino in fondo all’errore perché ¢ generatore
della ricerca che vogliamo. L’errore essendo un individuatore di difficolta, sia per lo studente sia
per I’insegnante, da uno stimolo a superare, da una guida di partenza a osservazioni, valutazioni e
procedimenti diversi. Nasce la necessita di ogni studente di autogestire e indagare nuova
elaborazione intorno ai modi di risolvere dei problemi. Durante le soluzioni dei problemi, se sono
gestite bene le informazioni date, le strategie operate, la finalizzazione, allora I’errore pud diventare
fonte di autocontrollo e autocorrezione.

Alla fine diciamo che, I’errore da energia: 1’ansia di cadere in errore frena nell’agire e nella
logica creando un blocco nello stimolo nella costruzione dell’apprendimento. L’ansia di fallire
diminuisce quando & accettato 1’errore come una fonte che da luce. La conoscenza é relativa, e
quindi dobbiamo avere un approccio critico verso essa, e attraverso prove-riprove puo essere

migliorata. L’ errore accetta I’idea di verita come ricerca e quindi ne va sfruttata la forza.
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2.4.3 Le potenzialita educative degli errori.

Come visto nei paragrafi precedenti, la teoria del costruttivismo radicale ha scoperto le
potenzialita educative che offrono gli errori fatti dagli studenti di matematica.

Nel pensiero di vari filosofi, gli errori non sono da scansare il piu possibile ma piuttosto sono da
vedere come un vincolo utile e costruttivo nel generare il sapere matematico. Essi affermano che gli
errori hanno forza di far nascere incertezze e autocontrollare la propria competenza, fino a
raggiungere un apprendimento efficace.

Una riflessione sugli errori pud portare ai soggetti un progresso anche nei loro atteggiamenti
metacognitivi e nelle strategie del problem solving. Tale riflessione sviluppa un pensiero critico e
creativo, un ripensamento dei concetti usati, un abituarsi all’idea che tocca a loro scoprire e
rimediare ’errore. In piu, gli errori, presentando un prodotto non atteso, generano uno scontro, che
puo spingere e ‘obbligare’ ad analizzare in maniera approfondita i propri elaborati. L’errore € una
‘reale’ molla per iniziare il proprio lavoro.

Negli ultimi venti anni nella ricerca in educazione matematica, lo studio degli errori in
matematica ¢ stato abbinato con la visione costruttivista dell’apprendimento. L’errore ¢ sempre
accostato all’essere umano, non esiste una via per non shagliare. Allora I’errore ¢ una fonte utile per
monitorare i processi di apprendimento, un ‘vincolo’ che ricercatori e educatori possono sfruttare a
loro vantaggio per indagare la competenza effettiva del soggetto e il modo in cui 1’ha costruito.

Condividiamo il parere di Von Glasersfeld che sottolinea: “¢ attraverso la discrepanza, la
perturbazione, o gli incontri con I’inaspettato che possiamo individuare le qualita delle nostre
costruzioni; questi momenti chiave della nostra attivita di riflessione sono opportunita per valutare i
nostri costrutti”. Comunque, egli ci avverte anche che i nostri problemi, cioé la nostra percezione
della devianza, possono non coincidere (e probabilmente non coincidono) con quelli degli allievi.
Cosi, se volessimo investigare, questi concetti, avremmo bisogno di scovare i loro problemi, non di
imporgli i nostri (Pesci, 2012, p.55).

Angela Pesci afferma che: “un errore stimola all’azione, poiché significa che non si ¢ riusciti ad
ottenere il risultato atteso ed occorre dunque procedere ulteriormente. Inoltre 1’errore procura un
concreto punto di partenza, perché contiene nuove informazioni utili (anche se per lo piu di
carattere negativo) non solo relative al risultato che si voleva raggiungere, ma anche nei riguardi sia
del contesto in cui si stava operando sia della metodologia impiegata” (Pesci, 2012, p.59). Gli
studenti, indagando cosi in diverse vie e in profondita, possono arrivare fino alla riformulazione del
problema stesso, e alla risoluzione dei nuovi problemi, andando verso un apprendimento davvero

significativo.
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L’errore mostra un conflitto con il risultato ottenuto, di conseguenza ti porta a scoprire anche
casualmente vie alternative che prima erano trascurate. Agli studenti con mancanze a livello
cognitivo, trovandosi in contrasto con I’errore, gli da stimolo per recuperare certi concetti in cui da
solo forse non potevano arrivare.

L’errore indubbiamente pone vantaggi nell’apprendimento ma ha anche un valore educativo, lo
studente si deve sentire stimolato a ‘rischiare’ e a cogliere il pregio delle informazioni educative che
vengono dagli errori. In classe studiare tutti gli errori richiede molto impegno e tempo ma bisogna
scegliere quegli errori che I’insegnante ritiene importanti per raggiungere le finalita
educative/formative. Alla fine bisogna andare verso una pianificazione concreta educativa

sfruttando gli errori.

2.5 L’analisi degli errori

Lo stesso errore in diversi soggetti nasce da oggetti diversi, quindi € molto importante
individuare la radice dell’errore.
Per analizzare gli errori, facciamo riferimento a tre livelli di risorse e di processi della mente:
» Cognitivo: In cui il soggetto, memorizza, ipotizza, ricava, ... conoscenze;
» Metacognitivo: In cui il soggetto e legato al processo di controllo e consapevolezza del
livello cognitivo;
» Non cognitivo: In cui dipende dalla responsabilizzazione del soggetto nella costruzione del

proprio sapere che € legato ai fattori affettivi e motivazionali.

L’analisi degli errori e delle loro ragioni permette di capire in profondita le competenze di uno
studente, sia quelle stabilmente possedute sia quelle in arrivo (Figura 2.5-1). Questo comporta
vantaggi per lo studente, quali:
» una migliore comprensione delle caratteristiche della competenza aggiunta;
» un miglior confronto (analogie e differenze) tra competenze in arrivo, nel senso non
possedute, con quelle possedute ed e proprio questa concatenazione di queste
competenze che porta all’aumento di quella effettiva posseduta;

» unarevisione e un assestamento della competenza effettiva posseduta.
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COMPETENZE

NON
POSSEDUTE

—

NUOWVE DA
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—

DA VALIDARE E

VALIDE E

STABILITE A lEE

Figura 2.5-1

A livello cognitivo, la presenza di errori puo indicare la necessita di riprendere e approfondire
spiegazioni e procedure. L’individuazione di contraddizioni nelle affermazioni e in controesempi
forniti puo indicare mancanze nei concetti in gioco, fino a creare una mappa concreta per andare dal
prodotto al processo. In alcuni casi, gli errori possono aprire nuovi settori d’indagine e indicare
possibilita mai considerate in precedenza, facendo cosi in modo che lo studente possa prendere il
ruolo del ricercatore.

Analizzare il malfunzionamento cognitivo dei soggetti, le loro reazioni irregolari periodiche, ci
permette di perfezionare le procedure di funzionamento del sistema didattico (o del suo
malfunzionamento), permettendoci di intuire, nello stesso tempo, qualche direzione possibile
d’intervento e soprattutto di rimedio. Analizzando gli errori riusciamo a classificare le difficolta,
che ¢ un parametro principale nella strutturazzione delle attivita nell’intervento di recupero. Gli
studenti fanno errori senza accorgersene e se non sono riconosciuti (‘guardati alla luce del sole’, per
dirlo alla Montessori) o non analizzati opportunamente, contribuiscono a far nascere altri errori,
peggiorando la conoscenza.

L’interpretazione dell’errore ¢ molto delicata e complessa. Non si puo liquidare con una
diagnosi semplicistica quanto improduttiva quale della mancanza di conoscenze. A livello
metacognitivo, gli errori possono diventare fonte di autocorrezione e autoapprendimento. C’¢
necessita dunque di:

» stimolo a capire le radici degli errori, e non solo a eliminarli subito;

» sforzo di assumere il punto di vista di chi apprende, piuttosto che quello dell’esperto;

» controllo individuale o collettivo degli errori (studente-docente, studente-studente) e quindi

la necessita che lo studente ne percepisca i limiti come pre-requisito per correggerli.
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L’errore visto soltanto a livello cognitivo limita la possibilita di entrare al problema che ha
prodotto I’errore, ma soprattutto pud danneggiare un possibile intervento di recupero. Interventi
cognitivi tipo: ripetendo la lezione, dare materiali di esercitazione, risolvendo il problema in un

altro modo sono insufficienti in ambiti metacognitivi e non cognitivi.

L'importanza della consapevolezza e autocontrollo dell’errore

Una sfera della vita quotidiana in cui esercitiamo continuamente processi di controllo & quello
che ha a che fare con la memoria, data la necessita di ricordarci percorsi e scadenze. Anche
nell'ambito dell'attivita in matematica, I'aspetto della consapevolezza assume un ruolo cruciale
nell'attivazione dei processi di controllo. La consapevolezza delle proprie competenze € essenziale
per valutare la difficolta di un elaborato, in particolare per riconoscere la situazione problematica.

Se lo studente non e in grado di controllare i propri prodotti, non € neanche in grado di
identificare le difficoltd ed elabora una propria forma d’incapacitd e scoraggiamento fino al
disprezzo della materia, com’¢ il caso spesso del rapporto con la matematica. Gli studenti
manifestano mancanze nel gestire situazioni problematiche che richiedono il controllo delle
competenze personali. La consapevolezza dell’errore porta a controllare o correggere.

Maria Montessori afferma che: “una delle piu grandi conquiste della liberta psichica é il rendersi
conto che noi possiamo fare un errore e possiamo riconoscere e controllare 1’errore senza aiuto”
(Montessori, 2001, p.130). Il controllo dell’errore diventa un navigatore che ti avvisa che stiamo
sulla strada giusta. La possibilita di proseguire consiste maggiormente nell’avere liberta,
sviluppando un pensiero critico verso un percorso certo. Le pratiche scolastiche devono dare la
possibilita agli alunni di autocontrollare gli errori. L’insegnante deve sfruttare il feedback continuo
che ha con gli allievi per fornire loro dei forti mezzi di controllo.

E anche necessario per il soggetto che apprende, di saper accettare la familiarita del proprio
errore. Condividiamo il parere di Montessori che dice: “la fratellanza nasce meglio sul sentiero
degli errori che su quello della perfezione” (Montessori, 2001, p.131). Alla fine diciamo che la idea
principale di Montessori € che bisogna andare verso un’educazione dove gli alunni si devono
mettere in ambienti pratici e nelle condizioni di controllare da se stessi 1’errore. Il controllo
dell’errore permette all’allievo di aumentare la fiducia nel proprio pensiero, di valorizzare la propria
competenza e il proprio autocontrollo e infine di migliorare il proprio apprendimento. La possibilita
di miglioramento dipende prima di tutto della consapevolezza della propria competenza. Sfruttando
I vantaggi degli errori si deve andare verso un’educazione che porti da un lato I’allievo alla
riflessione/osservazione sul suo apprendimento e dall’altro il docente ad avere pazienza e sostenere

i tentativi, le fatiche, le incertezze e i fallimenti dell’allievo.
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Le motivazioni dell’uso corretto degli errori

Un approccio migliore all’errore nelle pratiche scolastiche, il loro utilizzo corretto, migliora
parecchio le condizioni nell’apprendimento ¢ nella prestazione degli studenti. Infatti, ridurra le
preoccupazioni, migliorera le motivazioni intrinseche, migliorera il senso di auto-efficacia
dell’allievo e I’attribuzione interiore di successo e di fallimento.

L’uso corretto degli errori permette di spostare 1’attenzione dal prodotto al processo, quindi di
superare la pratica comunemente diffusa tra gli studenti di ‘memorizzare meccanicamente’ regole e
avviando invece la pratica del ‘domandarsi perché’. Permette quindi di avviare lo studente a
ragionare sulle scelte fatte, sulla pianificazione di una strategia di risoluzione, sulla previsione di
risultati derivanti dalle scelte fatte, sul nesso causale tra le scelte e gli errori fatti.

L’uso corretto degli errori € una parte cruciale anche della metacognizione. L’individuazione
dell’errore puo aiutare a sviluppare 1’auto-osservazione di situazioni problematiche diverse in cui lo
studente fa ad es. gli stessi errori.

Da ultimo, osserviamo che, anche se potrebbe sembrare eguamente utile analizzare anche errori
e risoluzioni diverse fatte da altri, da un punto di vista non cognitivo, in particolare per quel che
riguarda I’ansia nell’apprendimento, sembra che per lo studente sia piu efficace analizzare i propri

errori che non quelli commessi da altri.
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3 Classificazione delle difficolta

Un’analisi della classificazione degli errori comunica informazioni sullo stato della
rappresentazione della conoscenza dello studente e delle strategie che ha utilizzato per svolgere un
dato problema. Una classificazione degli errori, fa scoprire gli errori piu gravi aiutando gli
insegnanti a impostare le domande in modo tale che lo studente accetta il rischio dell’errore.

Nella classificazione degli errori ci basiamo nella ‘paternita’ degli errori, in altre parole su cio
che ha dato origine all’errore. Non si deve confondere la fonte dell’errore con ’errore stesso. La
classificazione degli errori permette di trovare le cause delle difficolta che hanno portato all’errore,
che possono essere di vari motivi (teorici, pratici ...). L’analisi del comportamento cognitivo degli
studenti offre, infatti, interessanti direzioni d’indagine, soprattutto se esso rende evidente delle
‘difficolta’ periodiche e diffuse, cioe in soggetti diversi e in situazioni diverse.

La classificazione degli errori permette di identificare buone strategie di recupero soppratutto
nella pianificazione di tale attivita, come vedremo piu in dettaglio nel capitolo V. Se tuttavia, come
si evince dalla sua interpretazione in senso epistemologico, ’errore ¢ radicato con I’attivita di
risoluzione dei problemi e specificamente con il processo di costruzione di varie conoscenze, il
carattere osservativo di un simile tentativo di classificazione non consiste nel cercare di evitare ogni

possibile opportunita di errore, ma piuttosto nel prenderne consapevolezza.

3.1 Dicotomia errore/sbaglio

Finora ci siamo dedicati all’errore nell’ambito pedagogico-didattico, ma ci sembra importante
anche tener conto della differenza che esiste tra errore e shaglio, che troviamo in ambito psicologico.
Una distinzione del genere fu portata avanti gia da H. Wiemer negli anni venti. A suo dire, errore e
sbaglio differiscono nel senso che ’errore si basa sull’ignoranza di certi fatti essenziali per 1’esatto
riconoscimento, mentre lo sbaglio & generato dalla difettosa attivita delle tre funzioni (attenzione,
memoria e pensiero) che presiedono al compimento di ogni lavoro. Mentre dunque 1’errore ha una
base oggettiva, lo shaglio & essenzialmente un fattore soggettivo (Baldini, 2001, p.10).

La Figura 3.1-1 mostra un esempio di errore:
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3. Sia f : R* — R? 'endomorfismo tale che

f(z,y,2) =(z+ hz,x + hy + 22,2 + y + hz

a) dire per quali valori di A, f non & iniettiva e calcolare la dimensione «
una base B di ker f

b) dire per quali valori di &, f non & suriettiva e calcolare la dimensione e

una base B’ di Im f

u/\/O_. ‘%’Xd\%\\P Q{M d\@ﬂﬁg@w\i &@Q.wﬂ(,l

@*;Me e {( 1.5, g) : (o;z, u)j‘ 1z

Figura 3.1-1

Per base di Im f prende le due colonne della matrice A trasformata a scalini. Le operazioni di
riduzione della matrice A a scalini sono combinazioni lineari sui vettori riga della matrice A quindi
i vettori riga ottenuti, sono ancora appartenenti allo spazio di partenza. Non € cosi per i vettori
colonna: se e vero che le colonne di A generano Imf e che quei contenenti pivot sono linearmente
indipendenti, non € vero che dopo le operazioni elementari per riga i vettori colonna appartengono
ancora a Imf, dal momento che le operazioni fatte non sono vettoriali sulle colonne.

La Figura 3.1-2 mostra un esempio di shaglio:

- s B W 2 Fgrrywibendes AT

/ > = ~ e
Figura 3.1-2

Scrive un ‘vettore’ = ‘tre vettori’: ¢ presumibile che non riflette su cosa sta scrivendo.

In accordo a Pellerey, consideriamo come sbagli “maniere errate che derivano da mancanza di
attenzione o di adeguato controllo, sono abitudini shagliate o automatismi sviluppati in maniera
scorretta” (Pellerey, 2012, p. 30).

Per capire meglio la differenza tra errore e shaglio, ci fermiamo un attimo a vedere le differenze
tra problemi ed esercizi. Tutte e due riguardano una domanda la cui risposta esige abilita diverse.
Secondo Antiseri, il problema esige una scoperta da farsi, 1’esercizio si esegue perché una scoperta
e gia stata fatta. (Antiseri, 2001, p.10). Secondo D’Amore i problemi coinvolgono 1’uso di piu
regole o nozioni (alcune anche in via di esplicitazione proprio in quell’occasione), o la successione
di operazioni la cui scelta ¢ atto strategico, talvolta creativo, dell’allievo stesso. Invece gli esercizi
possono essere risolti utilizzando regole o nozioni gia apprese e in via di consolidamento e quindi

rientrano nelle categorie: rafforzamento o verifica (D’ Amore, 2006, p. 647).
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L’errore € compiuto quando s’indaga in una nuova conoscenza, mentre lo sbaglio nella maggior
parte dei casi si attiva in una conoscenza che si dovrebbe gia avere. L’errore ¢ concatenato alle
attese e all’invenzione, e quindi lo puo avere nella risoluzione di problemi, mentre lo shaglio e
maggiormente stato di una scarsa attenzione e cattiva memoria, e quindi si commette nello
svolgimento di esercizi. Sicuramente ¢’¢ piu apprendimento quando si fanno piu errori che sbagli.
Un buon insegnante deve capire bene le differenze che intercorrono tra i due e sapere sfruttare bene
I’occasione giusta per spiegare tale differenza agli alunni per dare loro gli ‘elementi’ perché

imparino da se stessi a individuarli.

3.2 Possibili classificazioni di errori e sbagli

Molti ricercatori hanno analizzato 1’errore in vari campi del sapere e della vita umana. Nell’ambito
pedagogico e didattico, Jean-Pierre Astolfi offre una buona classificazione:

» Errori che derivano dalla comprensione non corretta della descrizione dei compiti da

svolgere;

» Errori che derivano da abitudini scolastiche negative e dall’interpretazione non coerente
delle attese dell’insegnante o della scuola;
Errori che evidenziano concezioni diverse da parte degli studenti;
Errori che dipendono dai processi cognitivi messi in azione;
Errori che dipendono dal sovraccarico cognitivo dell’allievo;

Errori che hanno origine da un’altra disciplina;

YV V. V VYV V

Errori causati dalla complessita dell’argomento (Pellerey, 2012, p.34).

Come si vede, Astolfi ha fatto una classificazione degli errori che risente di tutti e tre i livelli
dell’apprendimento: cognitivo, meta-cognitivo e non cognitivo.
Alla luce di criteri psicologici, H. Wiemer ha catalogato gli sbagli in cinque diversi tipi:
» Shagli abituali;
Sbagli automatici;
Sbagli per analogia;
Sbagli da confusione;

YV V V V

Shagli di origine inconscio-affettiva. (Baldini, 1998, p. 67)

Gran parte dell’indagine fatta sulla tipologia di errori che accadono in matematica si colloca negli
anni 80’, ma ¢ ancora molto attuale. Di seguito andiamo a richiamare le tre classificazioni piu

pertinenti a nostro avviso e su cui ci siamo basati per la nostra classificazione.

Classificazione 1: Radatz
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Hendrik Radatz classifica gli errori attraverso 1’uso di un modello informazione-elaborazione e
considerando le caratteristiche della matematica.
Le categorie sono:

1. Difficolta nel linguaggio. La matematica ¢ come una ‘lingua straniera’ per gli studenti che
hanno necessita di conoscere e capire i concetti, i simboli e il vocabolario della matematica. Non
comprendere la semantica nel linguaggio matematico che pud causare gli errori degli studenti
all’inizio del problem solving;

2. Difficolta nell’elaborazione della rappresentazione iconica e visuale delle conoscenze
matematiche;

3. Mancanze di capacita e conoscenze, concetti richiesti (inclusa mancanza degli algoritmi e
nella padronanza delle conoscenze di base); per esempio gli studenti possono dimenticare o non
essere capaci di ricordare le informazioni connesse al problem solving;

4. Associazioni scorrette o rigidita, cioe uno spostamento negativo causato da informazioni di
decodifica e codifica;

5. Applicazione di regole o strategie non appropriate. (Radatz, 1979, pp.163-172).

La classificazione di Radatz coinvolge tutta la disciplina matematica, senza entrare nel dettaglio di

aree specifiche.

Classificazione 2: Watson
Ivan Watson ha condotto una ricerca usando il modello Newman, basandosi sul problem solving e
coinvolgendo anche il livello non cognitivo.
Le categorie che egli individua sono:

1. L’abilita nella lettura - riesce 1’allievo a leggere le domande?

2. Comprensione - riesce 1’allievo a capire le domande?

3. Trasformazione - ¢ capace 1’allievo di selezionare le operazioni matematiche necessarie che
sono richieste per ottenere la soluzione?

4. Abilita nei processi - riesce 1’allievo a svolgere le operazioni matematiche necessarie per il
compito?

5. Codificazione - ¢ capace 1’allievo di scrivere le risposte in forma accettabile?

6. Motivazione - I’allievo avrebbe potuto risolvere correttamente il problema se lui o lei avesse
tentato?

7. Disattenzione - I’allievo potrebbe eseguire tutti i passi ma fa un errore negligente, che sia
impossibile da riprodurre;

8. 1l modello delle domande - I’allievo fa un errore a causa del modo in cui il problema e stato
presentato. (Wiens, 2007, p.5)
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Classificazione 3: Movshovitz-Hadar, Zaslavsky ed Inbar
Un’altra ampia classificazione degli errori € stata fatta da Nitsa Movshovitz-Hadar, Orit Zaslavsky e
Shlomo Inbar (1987). L’approccio usato € simile a quello di Radatz per categorizzare gli errori
matematici degli studenti. Essi includono le seguenti sei categorie:

1. Uso inappropriato dei dati - lo studente non ha usato correttamente le informazioni delle
domande;

2. Malinterpretazione del linguaggio - lo studente trasforma scorrettamente le risorse
matematiche dal problema scritto ai simboli;

3. Deduzione logicamente scorretta - lo studente estrae senza validita nuove informazioni da
informazioni date;

4. La deformazione delle definizioni o teoremi - lo studente ha avuto un’intuizione scorretta
sulla definizione di una teoria, regola, teorema o definizione;

5. Soluzione non verificata - ogni iniziativa presa dallo studente é stata corretta in se stessa, ma
il risultato prodotto non é la soluzione del problema affrontato o non verifica alcuni dei vincoli
richiesti;

6. Errori tecnici - lo studente fa un errore di disattenzione, in cui shaglia il calcolo o estrae dati
errati. (pp. 3-14)

Il modello proposto, prevedendo difficolta e ostacoli, puo aiutare gli insegnanti a sfruttare questa
possibilita nella pianificazione dell’insegnamento.

Nei paragrafi precedenti abbiamo parlato degli errori in ambiti epistemologici e pedagogici, pero
vediamo la classificazione degli errori in relazione allievo/disciplina dunque nel campo didattico.
L’argomento ¢ molto ampio, perd cercheremo di fare una classificazione generale degli errori in

matematica, nel caso nostro dell’algebra lineare. La figura 3.2-1 fa vedere quali errori trattiamo.
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DIFFICOLTA’ IN DIDATTICA

l

ALLIEVO/DISCIPLINA

I

AMBITO PSICOLOGICO

ERRORI SBAGLI
/\
MATEMATICI ALTRI
_— /T
ALGEBRA | ANALISI | ALTRE :
DERIVATE | INTEGRALI ALTRE
Figura 3.2-1

3.3 Tassonomia Math

In accordo con Smith, 1996 (in Blanco, 2009), nella tabella che segue, consideriamo una
tassonomia per la matematica. Per ogni item, mettiamo accanto ad un esempio relativo all’area di

conoscenza presa in considerazione in questa tesi.

Siano dati le applicaziorn: f, = R — R dove
Fyg 23 — 25 + 1
fFo = > — e
Fgy = > — S
Individuare le risposte giuste.
f; non € indiettiva
Conoscenza
£f; € indiettiva © suriettiva
£, suriettiva ma nomn indettiva
£f, € indettiva ma nNnon suricettiva
3 € una funzione semplice

f3 € suriettiva ma non indettiva

£ € biunivoca

2 2

Cosa rappresenta |a sequente conica P : X“ + y“ + X+ vy + 2 = 0?

un ellisse

; una parabola
Comprensione ; o
(riconoscimento e
della formula e rette parallele

situazione) una circonferenza

un ellisse immaginario

una circonferenza immaginaria
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Applicando I'operazione elementare rg —rg - 2r, alla matrice

-7 -3 7
L= z i -i -3z
2 @ =d =5

Quale delle seguenti matrice si ottiene?

Applicazioni di 2 7z -7 -3
procedure e 4 7 3z I
algoritmi -
7 -7 -3 7
2 r -1 -3

2 i -2 -3
-2 a -4 -2

Altro

Dire quali delle seguenti espressioni sono equivalenti a

-2x -y + 2 = 0?
La retta passante per il punto (1, 0) =

Trasferimento =12 + 1 ieR
dell’informazione
e (classificazione
degli oggetti

PEY

La retta passante per l'origine paralella al vettore (-1, 3) []

matematici)
=
Nessuna delle altre risposte € adeguata =l
In uno spazio Euclideo di dimensione 3 nispetto ad un riferimento cartesiano. Sia r la retta di equazioni
x=11
Y y=-13 tER
z=3
Applicazione in he b
nuova situazione
(pianificare la )
soluzione parallela al piano xy
scegliere il ortogonale al piano xy
metodo)
ortogonale al piano yz
parallela all'asse z
parallela all'asse x
ortogonale all'asse z
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x - + 2= -+~ r = F
_ - 2y - = = 2
Fx — ¥y — F= — ¢ = F
Dire se il sisterma & equivalente a7
x - + Z= + F = F
—Zx + = —Z= =
- - . Fx — &y — F= — £ = F
Giustificazione.
dimostrazione,
ragionamento e e e
interpretazione > v Ay -==7
—x 4+ Fp = ¥ = 5
x - + 2= +~ Fr = F
— - 2y — = = 2
X - + 2= + = O
- Ty - = = O
Fx — & — F= — 2 = O
Adrro
Siano dati il punto P(1, 4, 1) e la retta e il piano seguente
r x+z=17 e 7 x-4dp +z=0
S
L'equazioni parametriche della retta s passante per il punto P incidente a r e parallela al piano sono:
Implicazione, fare
ipotizzi, X-yp+z+2=0
confrontazione, X-dp+z+14=0
trovare lo schema
della soluzione.
x=7+3¢
ymy tER
z=7-3¢
x=] + 3¢
y=g+s 2, ER
z=7-3¢
non esiste
| nessuna delle altre risposte é vera

Sta A = 2 &
7 7

allora det ( A = AT ) & uguale a:

Valutazione

W N = O

-4

nessuna delle altre risposte ¢ corretta

3.4 Competenze Niss

Le competenze matematiche  costituiscono il perno centrale del processo
d’insegnamento/apprendimento. Gli studenti per svolgere tale attivita, richiedono che abbiano
buone competenze possedute presso durante questo processo. Lo studente che si deve affrontare tali

procedure (attivita), deve avere un certo numero di competenze matematiche. Ogni una di queste
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competenze diverse € appartenente in vari domini. Le competenze matematiche utilizzate si
fondano sul lavoro di diversi ricercatori. Noi abbiamo scelto come punto di riferimento quelle di
Niss (2003).

Le competenze richiamano la riflessione degli studenti sulle procedure chieste o usate per
trovare le soluzioni delle situazioni problematiche. Queste riflessioni sono collegate alle capacita
dello studente di modellare le diverse strategie durante il problem solving. Alla fine affermiamo che
le competenze sono determinate da questi parametri: ragionamento avanzato, argomentazione,
astrazione, generalizzazione e schematizzazione applicativa a nuovi contesti.

Le competenze individuate da Niss sono:

Pensiero e ragionamento: Constare nelle differenze tra definizioni, teoremi, supposizioni e vari
enunciati che riguardono casi particolari e nell’osservazione di tali differenze; nel comprendere i
concetti matematici in constesti nuovi e complessi; nel comprendere e trattare la portata e i limiti
dei concetti definiti e nel generalizzare gli obbietivi; nel comprendere risposte a corrispondenza
fornite tramite: tabele, figure, grafici, etc. Nel creare domande: ‘Come calcolare ... ?°; ‘A quale
settore della disciplina matematica devo richiamare per ...?”; ‘Quali sono gli aspetti chiavi in questa
situazione problematica ... ?; e nel comprendere le relative risposte procurate tramite: grafici,
tabelle, icone, oggetti algebrici etc.

Argomentazioni: Constare nel far sperimentare: ‘Che cosa pud o non puo succedere? ‘Quali
possono essere le occasioni? E come mai?’ ‘Che competenze conosciamo e che obiettivo vogliamo
aggiungere?’; ‘Quali fra le proprieta sono piu importanti?’; ‘In che relazione sono gli oggetti?’; nel
creare un semplice ragionamento di natura matematica diverse dalle dimostrazioni e forme piu
complesse di argomentazione; nel creare il legame di diversi ragionamenti matematici e valutare la
efficacia. La domanda della figura 3.4-1 tratta: comprendere i concetti in contesti nuovi e complessi
(pensiero e ragionamento); invece la domanda della figura 3.4-2 tratta: in che relazione sono gli

oggetti (argomentazione).

Le matrici reali seguente: Siano dati le rette nello spazio R

FE i3 7 , x+7z=13 .- x+7z=13
a 73 a i3 x-7z=17 yp-7z=17

Allora & vero che:

sono equivalenti r non & parallele ad alcun piano coordinativo

sono diagonale r non esiste
hanno lo stesso polinomio carrateristico r & parallela al piano xy
hanno gli stessi autospazi r & parallela al piano xz
hanno gli stessi autovalori s & parallela al piano xy
sono simili s non esiste

hanno autovalori non reali s non & parallela ad alcun piano coordinativo

oo0o00000:0
Oooooooad

hanno gli stessi autovettori s & parallela al piano xz

w
oo



Figura 3.4-1 Figura 3.4-2

Comunicazione: Constare nel comprendere enunciati e sapere esprimere in forma scritta e orale su
situazioni di natura matematica che vanno dal semplice assegnare una lettera 0 nome e riconoscere
le caratteristiche di oggetti noti, al analizzare i risultati, fino all’illustrare problemi complessi.
Questa competenza consiste anche nella comprensione di enunciati scritti o orali delle altre persone
riguardando tali problemi.

Formulazione e risoluzione di problemi: Constare nel porre e creare problemi matematici
diversi che vanno ben oltre alla fotocopiatura in forma chiusa dei problemi (‘puri’ e ‘applicativi’)
standard noti; nel risolvere questi problemi utilizzando solide procedure note e usufruire anche le
strategie originali del problem solving che collegano diversi settori della disciplina matematica e
diverse forme di rappresentazione e comunicazione: mappe, grafici, tabelle, icone, vocaboli, figure.
In piu coinvolge una riflessione sulle strategie di problem solving e sui risultati. La domanda della
figura 3.4-3 tratta: comprendere i simboli degli enunciati (comunicazione); invece la domanda della
figura 3.4-4 tratta: usare nel problem solving altre aree della matematica (formulazione e

risoluzione dei problemi).

Si dica quale fra le seguenti terne sono autovalori della matrice
Sia A= (a JE A (R)

4 5 7
che sicuramente |A|=0 allora: 2 3 =
0 -1 7
7
vie N a =0 O IR,
- J
i 1,2)
Vie N a =0 O ]
n i (2,-1,0) o
nella matrice A ci sono 18 elementi nulli e 7 non nulli [ (2,1+1 21‘:2, 1-1 21"2) @)
; - (1,-1,2,12)
=j =0 . . p
== F nessuna delle altre rsiposte & giusta O
Figura 3.4-3 Figura 3.4-4

Rappresentazione: Constare nel codificare, decodificare e osservare rappresentazioni note o
meno note di vari oggetti matematici; nel scegliere e passare da una forma di rappresentazione
semiotica a un'altra; nell’interpretare e differenziare le varie forme di rappresentazione semiotiche.
In piu coinvolge una combinazione creativa di diverse forme di rappresentazioni semiotiche e
creare delle forme di rappresentazione originali.

Uso del linguaggio simbolico, formale e tecnico e delle operazioni: Constare nel comprendere e
tradurre un linguaggio simbolico/formale dentro i contesti matematici sconosciuti; nel elaborare con

affermazioni ed espressioni matematici che possiedono formule e simboli e nell’usare variabli;
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risolvere equazioni, fare calcoli. In piu richiama abilita per fronteggiare enunciati e termini
complessi e un linguaggio simbolico o formale che non erano abituati; e nell’interpretare in
linguaggio naturale il linguaggio simbolico o formale. La domanda della figura 3.4-5 tratta: varie
forme di rappresentazione (rappresentazione); invece la domanda della figura 3.4-6 trata:
comprendere un linguaggio simbolico e formale (uso del linguaggio simbolico, formale e tecnico e

delle operazioni).

i quali espressioni sono equivalenti al piano:

Sx +yv -7z + 16 =0

X =-2 +1-3g

tsER
F=F-2t+¢s - 8 L'immagine di un omomorfismo f:V = V' &
z=7-1t-25
I'nsieme dei vettori di V che f trasforma in 07 0
passa per il punto (0, -16_ 0) ) ) . . . o ) )
la controimmagine tramite f del insieme costituito da un qualsiasi vettore iV~ O
& parallelo al piano 10x + 2v - 14z = - 32
5 _ T S E . , 0
-fx-Fz=-18 linsieme dei vettori v V'percuiesiste almenov ~ Valechev'=1(v)
Sx4+y=7z-15 . : = - -
S limmmagine £ ( 0"y ) del vettore nullo di V 0
Figura 3.4-5 Figura 3.4-6
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4 Analisi di protocolli di algebra lineare

4.1 Contesto e base di dati

Sono stati analizzati circa 100 protocolli, relativi a due prove dell’esame di Geometria per il
C.d.L.Ing. Edile Architettura. Ogni traccia contiene sei problemi ciascuno, ognuno del quale é
suddiviso in due o tre quesiti. | problemi riguardano rispettivamente: gli spazi vettoriali, gli spazi

euclidei, gli omomorfismi, la diagonalizzazione, le coniche, la geometria analitica nello spazio.

4.2 Catalogo delle difficolta: alcuni esempi e loro discussione

In questo paragrafo andiamo a mostrare alcuni esempi degli errori piu ricorrenti e andiamo a

discuterli sulla base della classificazione fatta in precedenza.

Consideriamo il problema mostrato nella figura seguente:

Si considerino i seguenti sottospazi di RY
1.
W= {(z.y,5¢t) ERz—py+2:—t=z2-2y—z+t=22-3y+t =0}
e
V = {(=1,~-4,0,1),(~1,0,0,—1)),

a) direse (4,2, -2, -2)e VNW ;

b) calcolare la dimensione ¢ una base di V' + W,
c) dire se la somma W= 4 V' & diretta.
Figura 4.2-1

La Figura 4.2-2 mostra un estratto della risoluzione al quesito a).

1 Mo L NNW & A € AA;}Q_N‘J_&_QW«; @__(Qqu;y._éé@ugw wittora. | (4( 2| -2 1~2)

N WWM &, o). e o Y S Y DO I B -

8%/;%0 wols | e | £ el ngm.b./:u do \ bewe| nud. Pose | G edodlone, | fosiaio
el B Kone | Ao .

W” A =1 (21 +1 A= s =4 %/ A — L G 0 I K L3 P34 T2
= ool =4k, ~h21dq - O |- |=31 12
7 ) e O e |
g L ol _|-r|-4| 3
3 1o

Ve Ul |=H _g l,'r) | QW/ g( (4 42]= 4), (,2 -3 o 4){

/\/ \«\(,,)

Figura 4.2-2
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Osserviamo che lo studente, assumendo che la dimensione dell’intersezione sia uno, considera
come vettore di una sua base il vettore nullo, che chiaramente non pud appartenenervi essendo
linearmente dipendente.

Successivamente, nel risolvere il quesito 1/b), lo studente assume come base di W i vettori
coefficienti del sistema nella rappresentazione cartesiana linearmente indipendenti, che invece
appartengono a W+. Questo & un errore ricorrente che deriva dalla mancanza di controllo sui diversi
tipi di rappresentazione di uno spazio vettoriale: lo studente impara un modo di procedere senza
metterlo in relazione con eventuali vincoli di uso. In questo caso, il metodo usato dallo studente
andrebbe bene se lo spazio fosse stato dato attraverso un suo insieme di generatori. Andando piu in
profondita, la mancanza di controllo deriva dal fatto che la rappresentazione data € in realta priva di
significato per lo studente: cosa significa che W & rappresentato da quel sistema lineare? Per
arrivare poi a dire che i vettori coefficienti di ciascun’equazione appartengono a W+, ¢’¢ bisogno di
abilita di trattamento, ovvero di riuscire a vedere I’equivalenza tra X-y+2z-t=0 e (1,-1,2,-
1)(x,y,z,t)=0.

Continuando, nella Figura 4.2-3, vediamo nel riquadro rosso che lo studente scrive una prima
uguaglianza che in qualche modo ¢ possibile interpretare come 1’intenzione di calcolare la
dimensione dello spazio W. In realta, usando un principio di cooperazione da parte di chi legge,
I’espressione a destra dell’uguale potrebbe essere interpretata come il calcolo della differenza tra la
dimensione di R* e il rango della matrice dei coefficienti della rappresentazione cartesiana di W e il
risultato viene interpretato come dimensione di W (a sinistra dell’uguale). Questo sarebbe anche
corretto. L’errore sta poi dopo nel fatto che lo studente fin qui ha capito che una base di W ¢ fatta da

un vettore, e quindi ne prende si uno ma che in realta appartiene a W+.
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In seguito considera la matrice dei coefficienti della rappresentazione cartesiana di W. La riduce a
scalini, e trova che il suo rango e 3 (nota, scrive rk A = 3, dove A non é identificata se non per
“cooperazione” da parte di chi legge). Non si capisce pero a cosa serva tale calcolo, al momento che
non viene poi utilizzato per il seguito, dove appare la relazione di Grassmann. Qui vediamo che € si
vero che non & corretta, ma compare sia a destra che a sinistra dell’uguale il fattore dimV+W. E
evidente che non ¢’¢ alcun controllo, anche se lo studente probabilmente intendeva scrivere ‘N’ al
posto di ‘“+’. Se anche cosi fosse, ovvero che intendesse dim V N W = 1, questa assunzione non ¢
stata dimostrata da nessuna parte! Dopo crea una matrice che ha per le righe quelle che a suo avviso
sono le basi di W e V trovate (sebbene quella di W in realta sia di Wt). La riduce a scalini,
trovando che il rango é 3, ma poi prende solo i primi due vettori, perché aveva trovato dimV+W=2,
Qui si vede il nesso tra dimensione e vettori di una base, ma manca completamente il nesso tra
dimensione e rango della matrice considerata, per cui il calcolo di quel rango ¢ solo un “ricordo” di

pratiche viste, ma che per lo studente non hanno alcun significato.

Passando al quesito 1/c), nella Figura 4.2-4 possiamo vedere ancora una volta che non é chiaro allo
studente cosa significa avere una rappresentazione cartesiana di un sottospazio vettoriale. Infatti,

risolve il sistema lineare rappresentativo di W e dice di aver calcolato W+,
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Figura 4.2-4

Inoltre osservando quanto scritto dallo studente nel riquadro rosso, si capisce che lo studente in
qualche modo ricorda una procedura che ha a che fare col calcolo di W+, ma non ricorda che quella
procedura si applica quando si conosce una base di W. Questo pero denota ancora una volta un non
controllo sugli oggetti che lo studente manipola: i vettori che di volta in volta considera
appartengono a W o al suo ortogonale? Che cosa pone a zero? Quali sono i vettori che intervengono

nella condizione di ortogonalita che richiama?

Nella Figura 4.2-5 vediamo un pezzo di risoluzione fatta da un altro studente riferita ai quesiti 1/b) e

1/c). Come si pu0 vedere, a questo studente manca la definizione di dimensione, pertanto possono
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coesistere le due scritte cerchiate che sono in contraddizione tra loro: una base formata da 4 vettori

e la dimensione trovata attraverso la relazione di Grassman pari a 3!

. =i~
By RE R adodiCa bl oL B R L ADN
S IO FX I+ 12DD / ,

=7 !
~N/ T
4 (

&
(30/!, Lo u-gu/.xf(,vu s = (/;,r.o-\ - a2

NI's TU= N VAETAV\VE= 'S (28 ~= VAR S & SV AV, 7 N A~ (\/ Y?W) =
| = = | X! < = im e

=
—

collii— Wi \X/A | =571
TECSEE= = ‘ '
C) Q\,\, A AR ,()u, P o NP WJ- L 3 \/J-’i (:’/('\rv,\"' &l 1
|G e, O T 2WAY, 9 ma (= 3L A8
(.JLA_,Y‘" \X/J—: YQ’U\ — UL.»(,Y‘W \/ . o .ﬁl‘\)-s..(/ x_,‘-.’./‘;“‘"‘ )

Figura 4.2-5

Successivamente, vediamo un errore ricorrente: usare il simbolo dello spazio vettoriale (specie
quando si tratta dello spazio ambiente R") indifferentemente tanto per indicare lo spazio quanto per
indicarne la sua dimensione (com’¢ in questo caso). Va notato che, sebbene talvolta gli studenti
sottintendano “dim”, in realtd, una sotterranea confusione tra gli “oggetti” (da un lato uno spazio

vettoriale, dall’altro un numero) in gioco ci sia.

Nella Figura 4.2-6 possiamo osservare che lo studente sbaglia la risoluzione del sistema lineare:
prende solo il valore a=0 dalla prima equazione ma non la conseguenza b=0 che viene dalla
seconda equazione. Successivamente, vediamo un'altra “usanza” frequente degli studenti: ’uso
“libero” delle parentesi, I’impressione che si ha ¢ che siano solo un segno di “abbellimento”, che
non siano cioé dotati di semantica, per cui per lo studente non ¢’¢ differenza tra scrivere {(-1,0,0,-1)}
0 {-1,0,0,-1}. Supponendo pure che lo studente, nell’istante in cui scrive, ha bene in mente che la
seconda scrittura in realta sottintende la prima, ci si chiede per quanto tempo questa consapevolezza
duri. Se dopo qualche tempo, lo studente viene posto davanti a questa scrittura, sapra riconoscere il

“sottinteso”?
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Figura 4.2-6

Successivamente, vediamo come lo studente giustifica che il vettore dato non appartiene
all’intersezione di V e W. Intanto osserviamo che quello che dovrebbe seguire “in quanto” ¢ in
realta scritto sopra, e non € subito evidente a chi legge. Sebbene quello che scrive sia giusto, non si
evince qual ¢ la ragione “concettuale” per cui la risposta ¢ negativa, ma ¢ solo una ragione
“procedurale” che tuttavia non garantisce che lo studente abbia consapevolezza che quel conto
corrisponda alla linearmente indipendenza dei due vettori e che quindi questo significa che la non
appartenenza di (4, 2, -2, 2) all’intersezione.

Nel quesito 1/b) sono riportati una serie di numeri che non sono stati “calcolati” da nessuna parte.
Anche nella Figura 4.2-7 vediamo che viene usata la procedura vista sopra che riduce a scalini la
matrice fatta dalla presunta base dell’intersezione e dal vettore di cui si vuole sapere 1’appartenenza
o meno all’intersezione. Come si vede, il calcolo del rango e ben fatto, ma la conclusione cui lo
studente arriva non 1’é. Probabilmente, ancora una volta lo studente riproduce una modalita
operativa che ricorda applicarsi in casi simili, ma non avendo coscienza dei legami concettuali di

tale procedura non € in grado di trarre le opportune conseguenze dai calcoli fatti.
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Nella seguente figura, vediamo riecheggiare 1’errore gia visto in Figura 4.2-4, nel confondere la
rappresentazione cartesiana di V in cui i vettori dei coefficienti del sistema lineare appartengono a
V1 ma le cui soluzioni appartengono a V. L’errore ancora una volta proviene dall’eco nella
memoria della riscrittura delle equazioni del sistema come prodotto scalare nullo tra due vettori. Il
problema é che lo studente non si focalizza sul significato dei termini coinvolti nel prodotto, ma ha

solo il “richiamo” nella memoria di “ortogonalita” con “prodotto scalare uguale a zero”.
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Figura 4.2-8

Nella risoluzione del sistema, lo studente commette un errore ricorrente: quando una variabile “non
¢’€” (in questo caso z), anziché assumerla come parametro, viene posta uguale a 0! Lo studente poi
calcola una rappresentazione cartesiana di V col metodo (V+)* =V, che in linea teorica & corretto.
Ma evidenzia ancora una volta che non ha il controllo di cosa sia una rappresentazione cartesiana,
dal momento che gia ce I’aveva e che quella trovata produce uno spazio di dimensione diversa da
quello dato nel testo. L’intersezione ¢, in linea teorica, calcolato correttamente. Tuttavia, non si
capisce il senso della matrice A’, dove I’ultima colonna ¢ il vettore di cui si € chiesto di verificare
I’appartenenza all’intersezione. Ancora una volta, in linea teorica, questa matrice puo avere senso se
si procede a calcolare il rango di A’ e quindi a concludere I’appartenenza o meno a seconda che il

valore del rango sia uguale o meno a quello del rango di A, ma di tutto questo non c’¢ traccia.

Nella Figura 4.2-9 vediamo che lo studente pone dim V=1 che non sembra avere giustificazioni.

Successivamente, nella formula che da dim W troviamo ancora una volta I’uso improprio dello
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spazio al posto della sua dimensione. Nel calcolo del rango di A, scopriamo che lo studente si
riferisce “all’ordine di un minore non nullo” piuttosto che “al massimo ordine di un minore non
nullo”, percio si accontenta di averne trovato uno di ordine 2 (quello contrassegnato dal rettangolo).
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Figura 4.2-9

Nella Figura 4.2-10, siamo ancora di fronte a una confusione tra rappresentazione cartesiana e
generatori, quindi lo studente considera i generatori dati come coefficienti di un sistema lineare che
a suo avviso rappresenta V, mentre rappresenta VL. In pil, ancora una volta, la mancanza di una
variabile porta in errore. In questo caso, poiché le variabili in gioco sono “consecutive” nella prassi
scolastica, lo studente non pone a 0 la variabile mancante (come visto nel caso della Figura 4.2-8,
ma la salta completamente! Ha cosi anche perso di vista I’ambiente di lavoro in cui vivono i suoi
sottospazi, che &€ R*, mentre la base di V trovata & in R3!
2 SRS A f\.vﬁ;o Wa eV ‘ \
j*‘x Iy iR =S XL\ -2y :\Df)&: G { +S —
= f—

>

'_.(_,\/:9.2- \ffza.,&: —-‘_\I

K
<(\)le ,_‘_\/)/VCKZ-
(G_ X1 —;f)} o R

’-L_"L

Figura 4.2-10

Nella Figura 4.2-11, lo studente costruisce una matrice che sembra essere legataa vV N W. In realta,
in questa matrice le prime tre righe sono i tre vettori della base di V+W e nella quarta riga aggiunge
il vettore dato (4, 2, -2, -2) di cui si vuole sapere I’appartenenza o meno all’intersezione. Lo
studente nota che 1’ultima riga ¢ proporzionale e quindi linearmente dipendente dalla terza. Questo

pero, invece di portarlo a concludere correttamente, gli fa concludere la non appartenenza.
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Figura 4.2-11
Nella Figura 4.2-12 vediamo un approccio corretto ma lungo che denota una mancanza di
conoscenze e/o di collegamenti tra conoscenze possedute dallo studente. Infatti, per calcolare dim
W+, lo studente ne calcola una rappresentazione cartesiana, che poi risolve per arrivare a trovare
una base e quindi la dimensione. La cosa interessante e che il punto di partenza di tutto il
procedimento fatto ¢ I’insieme dei generatori di W+, da cui bastava calcolare il rango della matrice
fatta da tali generatori. Questo probabilmente fa pensare che lo studente conosca solo un metodo di
calcolo di una base, quello a partire da una rappresentazione cartesiana dello spazio, ma non

conosca il nesso tra generatori e dimensione e tra lineare indipendenza e rango.
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Figura 4.2-12

Nella Figura 4.2-13 abbiamo ancora un errore ricorrente: la confusione tra I’insieme vuoto e

I’insieme costituito dal solo vettore nullo. Questo € un nodo concettuale particolarmente difficile.
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Figura 4.2-13
Nella Figura 4.2-14 abbiamo ancora un caso in cui lo studente perde di vista lo spazio ambiente in
cui lavora. Stavolta pero I’errore non ¢ generato da una variabile con coefficiente nullo, ma da —
sembrerebbe — una omissione della variabile t che funge da parametro. E tuttavia da rilevare sempre
una mancanza di controllo di quello che si fa!
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Figura 4.2-14
Da notare il vettore segnalato in rosso: non si sa da dove viene!
Nella Figura 4.2-15 possiamo osservare che, sia nel caso del quesito b) che c), si puo dire che lo
studente ‘fa dei conti’ ma non ne capisce il senso, 1 numeri sono solo numeri e non li interpreta per
cio che rappresentano. Infatti, nel quesito b) trova che lo spazio V+W ha dimensione 5 e non si
rende conto che V+W non puo superare la dimensione 4 essendo sottospazio di R*e quindi il

‘numero’ 5 che viene dai suoi conti ¢ assurdo. Analogamente nell’applicare la relazione di
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Grassmann nel quesito c¢) si trova che l’intersezione di due spazi ha dimensione maggiore di
ciascuno dei due stessi spazi, il che & assurdo! Altra osservazione: nello scrivere la relazione di
Grassmann a primo membro scrive lo spazio somma e non la ‘dimensione’ dello spazio somma che
sono due cose ovviamente legate ma chiaramente diverse, ma volendo essere collaborativi,

possmmo supporre che lo studente pur avendo scritto lo spazio intendesse la sua dimensione.
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Figura 4.2-15

Passiamo ora a considerare un altro problema, riguardante piu specificamente gli spazi euclidei,

mostrato nella figura seguente.

2 In R* con la struttura di spazio enclideo definita dal seguente prodotto
L]
scalare:

v o= (uy, uz, ug) (v, v, v8) = 2upvy + ugvs + 2ugvy
sl consideri il sottospazio vettoriale:

V =((1,3,-1),(2,-1,0))

a) calcolare la dimensione ¢ una base ortonormale B di v

23

b) completare B s una base ortonormale di R3,

Figura 4.2-16
Nella Figura 4.2-17, vediamo un errore ricorrente che esplicita come il legame stretto tra prodotto
scalare e norma sia mancante. Infatti, sebbene lo studente dica qual e il prodotto scalare da usare,
calcola poi la norma utilizzando il prodotto scalare standard. Questo deriva dal fatto che gli studenti
‘imparano’ in precedenza che la norma ¢ ‘la radice quadrata delle componenti del vettore al
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quadrato’, senza vedere questa “regola” come caso particolare della definizione di norma come
radice del prodotto scalare di un vettore per se stesso.

Per il procedimento di Gram-Schmidt, possiamo osservare:

- da un lato, la mancanza di consapevolezza che il primo passo del procedimento serve a produrre
un vettore normale, quindi al passo successivo il calcolo della norma a denominatore dovrebbe
essere inutile e in ogni caso dare come risultato 1;

- dall’altro, confonde la proiezione con la componente ortogonale di un vettore su un altro, e la

stessa formula non é corretta, scrivendo [(v,- uq)-us]/ |uq| invece di [(vy- uy)-uq]/ Juq|?.
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Figura 4.2-17
La Figura 4.2-18 si riferisce al quesito 2/b). Nel calcolo del completamento di B lo studente mette
due vettori della base canonica di R®. Sembrerebbe che il controllo di ortonormalita effettuato
riguardi solo i due vettori aggiunti, senza osservare che essi non ortogonali con il vettore della base
B calcolato sopra. Lo studente sembra completamente ignorare che R3 = V @ V+ e che quindi

serviva una base ortonormale di V per il completamento cercato.
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Figura 4.2-18

Nella Figura 4.2-19 lo studente considera la matrice avente per righe i vettori di V e poi scrive un
sistema lineare che, a guardare la relativa risoluzione, dovrebbe rappresentare lo spazio V+. In
effetti, lo sarebbe se fossimo nel caso del prodotto scalare standard, caso non in esame. Dopo
averne trovata correttamente la dimensione pari a 1, lo studente considera gli stessi vettori di V

come generatori di V4, in contraddizione sia con la dimensione trovata sia con I’appartenenza di

questi a V.
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Figura 4.2-19

Nella Figura 4.2-20 vediamo che lo studente calcola la dimV come se avesse la rappresentazione
cartesiana piuttosto che i generatori. Lo studente, quindi, applica una regola corretta in un contesto
non adeguato. Avendo poi trovato la dimensione dello spazio ortogonale a V pari a 2, sembra
effettuare il procedimento successivo al fine di trovare “2” equazioni che rappresentino tale spazio.

Si evince una totale confusione sulla relazione che lega la dimensione di uno spazio vettoriale, il
numero minimale di equazioni di una sua rappresentazione cartesiana, i vettori dei suoi coefficienti

e i vettori dello spaZ|o rappresentato
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Nella Figura 4.2-21 vediamo ancora una volta come lo studente non abbia controllo sui vettori che
manipola, al punto da non accorgersi che gli stessi che da come base di V al primo rigo vengono poi

\

ripetuti alla fine come base di V+. Quello che ¢ cambiato in mezzo alle due scritture & ’aver
imposto la condizione di ortogonalita col generico vettore (x,y,z). Si puo ipotizzare che il prodotto
scalare nullo richiama 1’ortogonalita tra vettori e il fatto di ricercare una base, ovvero dei vettori
numerici, fa ritenere sufficiente prendere gli unici vettori numerici che compaiono: certamente la

base cercata non potra essere data dal generico vettore (x,y,z)!
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Figura 4.2-21

Nella Figura 4.2-22, osserviamo che lo studente omette completamente il requisito di lineare
indipendenza di una base. La lineare dipendenza dei vettori di B che da viene anzi richiamata come
necessaria perché la dimensione rimanga inalterata! L’ortonormalita, poi, sembra una condizione

che riguarda un vettore alla volta.
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Figura 4.2-22

Nella Figura 4.2-23 abbiamo un errore di notazione che puo avere un qualche risvolto concettuale.
Infatti, notiamo che nelle parentesi quadre dov’¢ evidenziato in rosso, lo studente scrive un vettore!
Come se non sapesse che il risultato di un prodotto scalare € uno scalare e non un vettore. Tuttavia
al rigo successivo scrive lo scalare che € in realta il risultato corretto del prodotto scalare sopra e
che ¢ la somma delle componenti del ‘vettore’ scritto quindi ¢ come se lo studente avesse usato

quella notazione vettoriale usata per ‘annotare’ dapprima 1 prodotti delle componenti di ugual posto
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dei vettori di cui sta facendo il prodotto scalare, e successivamente li avesse sommati, anche se che

cisiauna ‘somma’ da fare non si evince da nessuna parte.
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Figura 4.2-23

Passiamo ora a considerare un altro problema.

3 Si considerino i seguenti sottospazi di R*
]

W= {(z,y,2t) ERz+y-s-t=x4+2~t=-y-2=0}

V= {(~1,0,1,-4),(0,0,-2,2),(3,1,~1,0))

a) Calcolare la dimensione ¢ una base di'V N W'

b) Direse R* = V ¢ W+,

Figura 4.2-24
Nella Figura 4.2-25, vediamo che lo studente scrive relazioni tra spazi vettoriali, intendendo invece
una relazione tra le dimensioni degli stessi. Per quanto riguarda invece la somma, lo studente non va
a fare alcuna considerazione sull’intersezione degli spazi, applicando la relazione di Grassman
come se gia sapesse che la somma fosse tutto lo spazio ambiente (cosa da verificare) e che tale

somma fosse diretta.
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Figura 4.2-25
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Nella Figura 4.2-26 troviamo ancora una volta 1’applicazione della regola del calcolo della
dimensione di V come se avessimo una sua rappresentazione cartesiana. Ancora una volta notiamo
una mancanza di collegamento significativo tra la definizione di base e di dimensione. Il richiamo al
rango collegato alla lineare indipendenza dei vettori € dettato esclusivamente dalla regola che si
vuole applicare, senza alcun controllo semantico di cio che viene precedentemente scritto.
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Figura 4.2-26
Nella Figura 4.2-27 osserviamo che lo studente a parole dice di voler fare una cosa, nei fatti pero ne
fa un’altra: costruisce un sistema che in realta rappresenta I’intersezione di W con V<. Interessante
la conclusione: “trovare la matrice”... quale? A quale scopo? Il fine sembra essere “operativo”, cio¢
pare che I’essenza di questi problemi sia alla fin fine trovare una matrice, molto probabilmente da
ridurre a scalini (e di fatti, scrive un’operazione elementare sulle righe).
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Figura 4.2-27

Nella Figura 4.2-28 ancora una volta troviamo che il calcolo dello spazio ortogonale a uno dato si
riconduce alla riscrittura della rappresentazione dello spazio che evidenzia il prodotto scalare.
Manca sempre la lettura significativa dei vettori in gioco come elementi di un dato spazio cosi come
manca la comprensione di cosa significhi “rappresentazione cartesiana”. Non si capisce perché in
questo caso, lo studente elimina una delle equazioni di partenza.

A }(x.y,a.t)(—f,/f,—z(,—/i) =
Gy, 21E)(4,8,0,+40) = o

7 i
Figura 4.2-28

Nella Figura 4.2-29 vediamo che lo studente costruisce la matrice A, le cui righe sono i generatori
di V e scrive rkA = 1. Questo risultato errato puo derivare dal fatto che lo studente avra osservato

che il minore individuato dalle prime due righe e dalle prime due colonne & nullo. E presumibile che
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lo studente applichi male il teorema degli orlati andando a considerare un solo orlato di ordine 2
dell’elemento di posto (1,1) — quello piu vicino — e trovandolo nullo ne deduce che il rango é dato
dall’ordine del precedente minore non nullo.

Successivamente, sembra interpretare il valore del rango tanto come dimensione dello spazio
(corretto), quanto come numero minimo di equazioni di una sua rappresentazione cartesiana
(errato). Sceglie quindi come rappresentazione quella corrispondente all’unica equazione che ha per
coefficienti gli elementi della riga del minore non nullo di riferimento per il rango. Sembra
assolutamente inconsapevole del significato delle variabili x,y,z,t introdotte.

Andando a guardare il calcolo della dim W come rk A, vediamo che la conclusione rkA=2 trova
giustificazione nell’assunzione sopra fatta sul modo in cui questo studente calcola il rango. Infatti,
ha preso un minore di ordine 2 non nullo di riferimento (quello segnato), e andando a calcolare il
suo orlato piu prossimo (con terza riga e terza colonna) si puo vedere che € nullo, quindi la sua
conclusione ¢ coerente con I’assunto! Abbiamo quindi in questo caso compreso la radice

dell’errore.
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Passiamo a un altro problema, ancora relativo agli spazi euclidei.

In R? con la struttura di spazio euclideo definita dal seguente prodotto

4- scalare:

u-v (up,uz,ug) - (vy,v2,v3) uy vy + 2usvg + 2uzvs
si consideri I'insieme:

S = {(1,0,-1),(2,-1,1),(2,1,0)}

a) dire s¢ S & una base di R? ¢, in caso affermativo, costruire una base

ortonormale B a partire da S;

b) caleolare ¢g (2,0, ~1) (ovvero le componenti di (2,0, —~1) rispetto alla
base B calcolata al punto precedente).

Figura 4.2-30

Lo scopo del quesito 4/b) e quello di verificare che lo studente conosca la caratterizzazione delle
componenti di un vettore rispetto a una base ortonormale.
Nella Figura 4.2-31 vediamo che la procedura messa in atto dallo studente, pur essendo corretta, €

generale, ovvero vale per una qualsiasi base. Manca quindi la conoscenza della caratterizzazione

voluta.
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Figura 4.2-31

Nella Figura 4.2-32 calcola male il modulo del vettore v, , dal momento che il modulo & ancora una
volta calcolato in maniera standard e non rispetto al prodotto scalare dato. Nel seguito vediamo
invece che lo studente ha difficolta nella gestione simbolica dei vettori: ¢’¢ una confusione nell’uso
delle letter u e v, non si sa quali siano i vettori della base di partenza e quali quelli della base
ortonormale che si sta calcolando. Guardando il primo riquadro rosso piccolo, sembra che lo
studente scriva il passaggio simbolico “a memoria”, ovvero secondo una consuetudine di uso delle
lettere — ma che in realta non ha alcun significato geometrico (cfr. riquadro rosso piccolo). Lo
studente si fa poi guidare da quella scrittura per la sostituzione dei simboli con i vettori numerici.

Questo modo di fare si ripete al passo successivo (cfr. riquadro rosso grande).
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Figura 4.2-32

Nella Figura 4.2-33, vediamo che lo studente pone le componenti richieste uguali alla base B, nella
prima riga simbolica. Poi, nel sostituire “i vettori numerici” ai simboli, vediamo che “cg” scompare!
Per rispondere alla richiesta, scrive di voler moltiplicare le componenti del vettore stesso con
ciascuno dei vettori della base ortonormale. Invece di tre prodotti di uno scalare per un vettore —
come sembrerebbe voler fare — si comporta come se stesse facendo una combinazione lineare! E

evidente che manchino vari significati dei segni scritti: virgole, vettori, operazioni etc.
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Nella Figura 4.2-34 lo studente sottintende la notazione °-’. Il prodotto scalare di due vettori

produce un vettore! Inoltre usa pure il prodotto scalare canonico, e non quello dato.
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Figura 4.2-34

Nella Figura 4.2-35, vediamo ancora un errore ricorrente: la lettera B che compare nel quesito 4/b)
viene interpretata in senso “colloquiale” come abbreviazione di “base”, dove base si intende
“qualsiasi base”. Il fatto che I’errore compaia anche in questo caso dove nella parentesi €
esplicitamente detto cosa rappresenta B fa pensare che gli studenti leggano selettivamente il testo
del problema andando alla ricerca delle parole chiave o delle notazioni note. L’informazione in

parentesi viene esclusa dalla lettura, e la notazione usata viene interpretata genericamente.
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Figura 4.2-35

Nella figura seguente Figura 4.2-36, vediamo invece che lo studente usa la norma come norma

euclidea e si limita a normalizzare i vettori dati, senza preoccuparsi dell’ortogonalita.
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Figura 4.2-36
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Passiamo ora a esaminare un problema sugli omomorfismi.

Sia f : R? = R® l'endomorfismo tale che

5.

flz.y.z)=(x 4+ hs, x4+ hy+2: x4+ y+ hz)

a) dire per quali valori di h, f non & iniettiva e calcolare la dimensione ¢
una base B di ker f,

b) dire per quali valori di A, f non & suriettiva e calcolare ls dimensione e

¢) caleolare (3, -1,1), al variare di h € R
Figura 4.2-37
Nella Figura 4.2-38 lo studente prende in esame un valore di h per cui ha precedentemente trovato
nullo il determinante della matrice dei coefficienti del sistema rappresentativo di ker f. Prima di
tutto, osserviamo che lo studente vuole utilizzare il metodo di Cramer, che denota da un lato la
mancanza di conoscenza delle condizioni di applicabilita di tale metodo (determinante non nullo) e
dall’altro il non riconoscere quante soluzioni ha un sistema di Cramer e quante ne deve avere il
sistema in esame. Vediamo poi un fatto particolarmente interessante: nel calcolo di x lo studente
trova a denominatore O (corretto) e lo cerchia, quasi a testimonianza di un “disorientamento”
davanti a questo risultato... ¢ dopo non appare piu! Qui la questione sembra essere molto grave:
perché quello 0 scompare? Per togliersi da una situazione “imbarazzante”? Perché lo zero “non

conta’?

Figura 4.2-38

Nella Figura 4.2-39 lo studente confonde ker fcon una base di ker /; identifica uno spazio vettoriale

con una sua base.
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Nella Figura 4.2-40, vediamo due studenti che hanno difficolta nella gestione del parametro h. Nel
primo caso, lo studente presenta un risultato che e corretto per alcuni valori di h, ma non dice quali.
Nel secondo caso, lo studente sembra non rendersi conto che, includere h € R nella descrizione
dell’insieme, lo rende costituito da infiniti vettori, mentre in precedenza aveva parlato di “una unica
soluzione”. D’altra parte, cosi scrivendo, ha perso anche I’informazione h # 2 che pure aveva in
precedenza trovato, e manca il caso h = 2. Abbiamo quindi anche una mancanza di controllo a

ritroso con gquanto fatto.
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Figura 4.2-40

Nella Figura 4.2-41 vediamo la risoluzione del quesito 5/c) relativa al caso h = 2. Lo svolgimento
sembrerebbe corretto, fino a quando non deve mettere in relazione le soluzioni del sistema lineare
con la controimmagine richiesta. Lo studente non capisce che la controimmagine chiesta e I’insieme
delle soluzioni del sistema — che sono infinite e dipendono da un parametro. A questo punto, € come
se scattasse una prassi: poiché spesso un sistema lineare € legato a uno spazio vettoriale, lo studente
si comporta come se le soluzioni trovate fossero uno spazio vettoriale e ne prende una base (per
z=1)! Qui, da un lato manca 1’osservazione che il sistema lineare non € omogeneo (e quindi non
puo essere uno spazio vettoriale), dall’altro — se anche lo fosse — la richiesta e di tutto lo spazio, non
di una sua base. E come se ci trovassimo di fronte a una situazione speculare rispetto a quella vista
in Figura 4.2-39.
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Figura 4.2-41

Nella Figura 4.2-42 vediamo invece un duplice errore. Da un lato lo studente considera come base
di Im f i vettori colonna della matrice ridotta a scalini, che denota non aver compreso la struttura di
spazio vettoriale, dal momento che le operazioni sulle righe della matrice non sono operazioni
vettoriali sulle colonne. Dall’altro lato, la cosa singolare ¢ che lo studente legge i vettori dal basso

verso 1’alto!
= oo
T n

La Figura 4.2-43 si riferisce alla risoluzione del quesito 5/c). Nella prima frase si vede come lo

%—;Mx‘\\@ o A\ (4 ucv\%
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Figura 4.2-42

studente confonda innanzitutto la funzione inversa con la controimmagine di un vettore. E
confrontando 1’espressione  f~1 rappresenta la colonna dei termini noti’ con quello che fa,
possiamo vedere che dal punto di vista pratico lo studente sa dal punto di vista operazionale cosa
I’esercizio richiede: il riferimento alla ‘colonna dei termini noti’ rimanda al sistema lineare che
viene fuori dalla condizione di controimmagine. Tuttavia vediamo che usa il simbolo ‘f~1’ come
“sinonimo” del vettore!

Nel seguito si puo notare una completa mancanza di conoscenza del teorema di Cramer: lo applica,
infatti, con det A =0.
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Figura 4.2-43

Nella Figura 4.2-44 lo studente per h = 2 non spiega perché il sistema & incompatibile. Si puo
supporre che la sua conclusione derivi solo dalla discussione del rango della matrice dei coefficienti

che non € massimo, dimenticando la condizione del teorema di Rouché-Capelli.
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Figura 4.2-44

Nella Figura 4.2-45 notiamo dapprima che ’equazione detA=0 non ¢ scritta esplicitamente. In
questo caso abbiamo ancora un esempio di mancanza di controllo incrociato tra i vari conti fatti.
Infatti, lo studente fa un errore di calcolo nel det A ma per il valore di h che annulla det A si trova
rkA=3, che é in contraddizione. Questo potrebbe anche essere indice del fatto che lo studente non
conosce il legame tra rango e det A. A seguire, vediamo ancora che per dim kerf lo studente usa due
notazioni diverse: prima, in fase procedurale, € un numero (viene da un conto!); poi, forse nel
tentativo di ‘elevarsi’ a un livello pit concettuale o piu formale, ¢ un insieme fatta da 0! Infine
manca la condizione sull’iniettivita (cosi come quella sulla suriettivita): la sua risposta e

esattamente complementare a quella esatta.
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Nella Figura 4.2-46, vediamo vari esempi di sovrabbondanza di segni (come nel caso di ‘det|/A|” — 0
si scrive il det o il suo segno) o di segni dal significato sottinteso per principio di cooperazione (qual
e la matrice?). Come nel caso precedente, abbiamo un errore di calcolo in det A, e di nuovo

[’utilizzo di Cramer nel caso det A = 0.
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Il protocollo della Figura 4.2-47 mostra un esempio di svolgimento completamente mancante di
spiegazioni verbali dei calcoli presenti, ma anche di qualche semplice ‘etichetta’ cosa ¢ stato

calcolato o quale, tra i tanti calcoli, é la risposta al quesito!
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Figura 4.2-47

Nella Figura 4.2-48 vediamo che lo studente lavora assegnando ad h un valore numerico — scelto a
suo piacere. Probabilmente lo studente non sa come procedere per ‘dire per quali /4...°, cosi procede
in un caso particolare, forse a voler mostrare che e capace di calcolare nucleo e immagine di f.
Vediamo che per h = 1 rk A = 3 e non 2. Se si guarda il rettangolo disegnato dallo studente per
evidenziare la matrice individuata dalle prime due righe e due colonne, si puo ipotizzare che, dal
momento che detA=0, lo studente si sia limitato a trovare un minore — il primo possibile — non
nullo.

In conseguenza del calcolo del rango, lo studente risolve il corrispondente sistema lineare del ker £,
ma ancora una volta troviamo una confusione tra 1’insieme delle soluzioni e una sua base. In questo
s’inseriscono due altri errori: ¢’¢ anche un errore di calcolo nella risoluzione del sistema —e y = - ;
trova le variabili x e y in funzione di z ma quando va a scrivere la terna al posto di z scrive 0.

Nel calcolo di Imf, viene ereditato I’errore di rkA. Cio che ¢ piu complicato da spiegare ¢ il nesso
tra la frase in linguaggio verbale, il successivo sistema lineare e la base data per Imf... che

evidenziano un’assoluta mancanza di controllo semantico!
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Nella Figura 4.2-49 lo studente lavora correttamente fino alla riduzione di A a scalini (prima

rettangolo rosso). Da qui “sa” che deve usare la sostituzione a ritroso — come scrive — ma la scrittura

algebrica di quanto detto verbalmente e qualcosa di completamente (secondo rettangolo rosso), che

sembra ‘senza senso’, ma che lo porta a trovare un unico valore di h. Questo valore serve

finalmente a far ’scomparire’ il parametro dalla legge dell’omomorfismo per il calcolo della

controimmagine richiesta. Ancora una volta vediamo che lo studente da un lato scrive f~1(3, -1, 1)

= f(x, y, 2), dall’altro questo si traduce in un sistema ‘corretto’ dove f~ ‘scompare’. Pur essendo

tale sistema corretto, lo studente, perd non riesce a concludere, ovvero a dare un senso al risultato

che ottiene.
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Figura 4.2-49

Nella Figura 4.2-50 lo studente usa “quando”: non si riesce a stabilire se intenda che usa la
condizione sufficiente della caratterizzazione, o se — molto probabilmente — I’avverbio “quando”
viene impropriamente usato come doppia implicazione. Successivamente, vediamo che associa la
condizione sul kerf a “rkA=0" — confermata dopo nella sua negazione. Si evince quindi una

mancanza di cognizione della relazione tra kerf e la matrice A.
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Figura 4.2-50

Passiamo ora a esaminare un altro problema, mostrato nella figura seguente.

6 Data V'endomorfismo f di RY rappresentato da
bl

n) calcolare, se possibile, una matrice reale P cho diagonalizzi A;
b) dire s A & diagonalizzabile su €
¢) in caso di risposta affermativa al quesito a), caleolare
Figura 4.2-51
Nella Figura 4.2-52 lo studente non da alcuna motivazione della diagonalizzabilita su R, mentre la
diagonalizzabilita su C viene giustificata con qualcosa che, preso alla lettera, denota una confusione
delle relazioni insiemistiche tra gli insiemi numerici, ma potrebbe essere anche essere che lo
studente conosce la relazione corretta ma non e in grado di esprimerla formalmente in simboli.
et | | |
)?fff% gl ] it o & e & frigher

Figura 4.2-52

Nella Figura 4.2-53, invece, vediamo che lo studente deduce la non diagonalizzabilita su C dalla

non diagonalizzabilita su R. Presumibilmente, lo studente ha un ricordo vago di una relazione tra la
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diagonalizzabilita sui due insiemi, ma non sufficientemente precisa, né si evidenza da quanto scritto

che la sua deduzione possa essere legata a un legame insiemistico tra R e C.
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Figura 4.2-53

La Figura 4.2-54 riguarda il calcolo delle basi degli autospazi. Come possiamo osservare dal
rettangolo rosso, lo studente calcola bene la molteplicita geometrica ma sembra ignorarne il
significato dal momento, che subito dopo considera una base con un diverso numero di vettori!
Anche la definizione di autospazio sembra mancare, dal momento, che non appare che la matrice
A+l — impropriamente indicata ancora con A — venga considerata legata a un sistema lineare
omogeneo. Su questa matrice lo studente sembra lavorare come forse ricorda, si fa, cioe riducendo a
scalini. Quello che manca e che nella pratica che forse ricorda, la riduzione a scalini serve per la
risoluzione del sistema omogeneo di matrice A+l, mentre nella figura vediamo che lo studente si
limita a considerarne le righe linearmente indipendenti, che prende erroneamente come elementi

della base cercata.
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Figura 4.2-54

Nella Figura 4.2-55 vediamo ancora una volta una giustificazione errata della non
diagonalizzabilita: dapprima sembra esserci una risposta casuale sulle molteplicita e d’altra parte la
matrice puo essere non diagonalizzabile su R e diagonalizzabile in C - ancora una volta sembra
esserci un “ricordo vago” di una qualche relazione tra la diagonalizzabilita e la relazione
insiemistica tra R e €. Osserviamo poi una netta contraddizione con quanto fa nella risoluzione del
quesito c), dove va a calcolare I’inversa della matrice di diagonalizzazione pur avendo affermato la
non diagonalizzabilita! Osservando la costruzione di P™, possiamo individuare vari altri errori, sia
di tipo concettuale — condizione di invertibilita di una matrice (dal momento che detP=0),

condizione di lineare indipendenza dei vettori costituenti P (compare il vettore nullo come prima
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colonna), sia di tipo procedurale — il calcolo dell’inversa attraverso la trasformazione in forma a
scalini ridotta (si ferma alla riduzione a scalini).
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Figura 4.2-55

Ancora nella Figura 4.2-56 troviamo una relazione insiemistica errata, ma sembrerebbe in questo
caso mancanza di padroneggiamento del solo simbolo d’inclusione.
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Figura 4.2-56

Nella Figura 4.2-57 vediamo che lo studente scrive my(2) = 3- rk (A-2l) = 3-1 = 2 =m,(2).

L’autovalore ‘2’ viene ‘sottinteso’. L’autospazio V, corrisponde alle soluzioni del sistema lineare

ridotto 12x — 3y — 6z = 0. Non si accorge che i due vettori messi sono linearmente dipendenti.
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Figura 4.2-57
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Nella Figura 4.2-58 vediamo che lo studente deduce la diagonalizzabilita da una considerazione
sulla sola molteplicita algebrica di uno degli autovalori: non basta m,(2) = 2 per essere A

diagonalizzabile deve essere pure mgy(2) = 2!
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Figura 4.2-58

Nella Figura 4.2-59 notiamo ancora una volta un “ricordo vago”, per cui troviamo la relazione PAP"
= | al posto di P*AP=D. Osserviamo che, anche volendo assumere vera la relazione scritta, nel

seguito non viene ricavata correttamente la matrice P™.
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Figura 4.2-59
La Figura 4.2-60 mostra un procedimento e dei risultati corretti, se ben interpretati da un docente

“collaborativo”, ma in pratica mancano di qualsiasi spiegazione e anche di conti!
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Figura 4.2-60
Nella Figura 4.2-61 vediamo ancora un esempio di mancanza di controllo semantico sui calcoli
fatti, che deriva da mancanze cognitive sugli argomenti trattati. Infatti, nel caso dell’autovalore -1,
lo studente trova la matrice A+l di rango pari a 3 che pone uguale alla molteplicita geometrica e
coerentemente prende una base di tre vettori dati dalle righe della forma a scalini di A+l. Manca
quindi la definizione operativa di molteplicita geometrica che, in questo caso, avrebbe portato
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all’assurdo dato da m,(-1) = 3-3=0. Manca anche la corretta relazione tra la matrice A+l e

I’autospazio V_;: da come si comporta lo studente, sembrerebbe che la matrice A+l ha per righe

generatori dell’autospazio.
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La Figura 4.2-62 mostra ancora un errore ricorrente che riguarda le relazioni tra gli insiemi
numerici: molti studenti considerano numeri complessi solo quelli con parte immaginaria non nulla,

pertanto i numeri reali non vengono considerati anche numeri complessi.
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Figura 4.2-62

Lo stesso errore viene ripreso nella Figura 4.2-63, per cui viene dedotta la diagonalizzabilita sul
campo reale e non su quello complesso. A questo si aggiunge che la deduzione é fatta sulla base
della condizione sufficiente per la diagonalizzabilita, mal applicato. Qui I’errore pero ¢ ascrivibile a
difficolta linguistiche: infatti, si puo suppore che I’aggettivo “distinti” sia attribuito dallo studente in
base al fatto che vede due valori diversi che sono 2 e -1, senza tener conto della molteplicita
algebrica. Questo fa pensare anche che non conosce il significato di tale molteplicita. Spesso gli
studenti sanno che “¢ il numero di volte per cui quel valore compare come radice del polinomio
caratteristico”, ma in realta non riescono a fare 1’equivalenza di cio che dicono col fatto che quel
valore va “elencato” piu volte, in contraddizione con gli aggettivi “‘distinti”.

Continuando, vediamo che per A = 2 lo studente si riferisce a un “sistema”, ma non si sa quale che
dice di essere incompatibile. Da qui possiamo dedurre mancanze riguardanti i sistemi lineari

(teorema di Rouché-Capelli), agli autospazi (che sono spazi vettoriali € hon possono essere vuoti),
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alle basi di uno spazio vettoriale (non puo esserci il vettore nullo). In quella frase nel rettangolo
rosso ¢’¢ una quantita enorme d’incongruenze, assolutamente fuori dal controllo dello studente.

Non mancano errori procedurali, come ad esempio I’errata base di V_,, che risulterebbe composta
da infiniti vettori — al piu quell’insieme V_; se fosse stata riportata correttamente la generica
soluzione del sistema sopra svolto.

Infine la matrice P di diagonalizzazione costruita ha due colonne nulle: ancora mancanza di
controllo che deriva da mancanze sulle caratteristiche della matrice di diagonalizzazione e sulla

condizione d’invertibilita di una matrice.

s
A = ..?. conva( Q» E S-) \‘
A= =A et 4y =14 \/
Calefid! Qo cdmbtinticel Aol Wed. Gubkbua Lol | okt ok, & dku."a..n-,»;s;'-‘,- e e, %
Al “\. .L?,f‘_‘_ Y . L ‘). s S
I s ';\..' A
| iz paa
A=
L} < o .
l/\" }J\._Ll ks 19 . c = £ | N=10 120 bbbkl & oo t.:'n“,n_h.‘-.':;\.(',u
ARy - Adrnoe Eonattai e boow. | &8l daln | dal ol

SoX Dt a0

AE -4

@ @ Q) )”.‘(,\, 41‘)j KY)
[A+1T]i= 4o |e o
t 52 -y —fe ) S [ - - | -
: f ‘ M FQYFER T D Py =R
Lo y L b g
\&)\/--( = 3(\)0 2 ' {‘—’)/“é(:. “’.j £ \r o

(E’A;- PG O (" -..LL, u\,i.o-gf'n_t\ AR IS ON LTS .*A'.'( I rn. st Lal !_‘x.,-).-'. ul.u.?—i».‘

CaAAN =3F, =5 ASDAL. -

S |
- /\‘) :'J~‘ ” 7
(\ - “+A l o — r,;/_"
< l\&.} ) {-<

Figura 4.2-63
Nella Figura 4.2-64, osserviamo un errore procedurale nella risoluzione dell’equazione
caratteristica: dalle radici che lo studente scrive, possiamo dedurre che abbia risolto con una regola
“inventata” del tipo ab=c se e solo se a=c e b=c!
Nel calcolo degli autospazi, esplicita le matrici che corrispondono ad A + 41 e A — 41 (seppur senza
nominarle) ma, a parte qualche errore nella riduzione a scalini (al posto di ‘r,’ scrive ‘r;”), non
scrive come passa dalle matrici alla descrizione dei vettori dell’autospazio. Si puo ipotizzare che lo

studente abbia risolto il sistema lineare di matrici A + 41 e A — 41, ma in entrambi i casi abbia
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confuso z=0 con z parametro. Non fa nulla invece riguardo all’autospazio riguardante lo autovalore
13.
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Figura 4.2-64

La Figura 4.2-65 mostra ancora uno studente che non ¢ in grado di accorgersi di un precedente
errore di calcolo per cui gli autovalori trovati non sono in realta tali. Pertanto viene a trovarsi con la
dimensione dell’autospazio pari a zero e quindi con 1’autospazio pari al solo vettore nullo, ma non
vede I’assurdita di questo. In piu, va a dare come base di un simili spazio il vettore nullo, che denota
mancanze su basi, dimensione, vettori linearmente indipendenti, etc.

Infine costruisce una matrice di diagonalizzazione che, oltre ad avere il vettore nullo tra le sue
colonne, é addirittura una matrice non quadrata!
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Figura 4.2-65

Passiamo ora a esaminare un altro problema sugli omomorfismi.

7.

Sia £ 1 RY — R l'omomorfismo tale che

J(1,-1,1) = (=~2,0,1,-1),
f(2,-2,-1) = (3,1,1,5),
S(1,-2,=1) = (=1,-1,-2,~4).

Calcolare:
a) la dimensione o una base di ker f.

b) una rappresentazione cartesiana di Im I

c) f(2,3,0).

Figura 4.2-66

Nella Figura 4.2-67lo studente cerca di trovare un prolungamento lineare di /, impostando bene sul

dominio. Quando poi passa alle immagini, si lascia “confondere” dal fatto che i vettori a secondo

membro sono in R* e “automaticamente” anche a primo membro il vettore (X,y,z) diventa (x,y,zt).
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Figura 4.2-67
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Nella Figura 4.2-68 vediamo innanzitutto che lo studente sembra lavorare in accordo a delle prassi,
per cui per calcolare kerf ha bisogno di una matrice che costruisce in qualche modo (mette sulle
righe le immagini date) e ignora completamente la rappresentazione matriciale di frispetto a due
basi date, ad es. nel caso in esame B composta dai vettori su cui e assegnato I’omomorfismo e B’
base canonica di R*. Anche volendo assumere come corretta A, si evince che lo studente non sa
alcun nesso tra la matrice rappresentativa e il nucleo di f — prende infatto come base di kerf i vettori
non nulli della ridotta a scalini di A. Ancora peggio, c’¢ il fatto che non ha alcun controllo sul fatto
che i vettori che scrive nella base del nucleo sono in R* mentre il nucleo & in R3. Analogamente,
nella risoluzione del quesito b), scrive una matrice composta da vettori di R3, perdendo di vista
ancora una volta qual é lo spazio ambiente in cui si trova Imf. Ci sono poi anche passaggi oscuri,
come ad es. nel rettangolo evidenziato, dove non si capisce cosa abbia voluto dire, e in che modo la

matrice A sia legata alla matrice usata per cercare la rappresentazione cartesiana di Imf.!
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Figura 4.2-68

Andiamo ora a esaminare un altro problema riguardante gli autospazi e la diagonalizzazione.
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Data la matrico
| | b K] 1
A

o) caloolare una baxe por ogni autospazio roale di A;

b) dire se RY ha una base di autovettor o/o unas base ortonormale di au-
tovetton:

¢) dire se A & diagonalizzabile su C;

d) dire se (1, <1,0) & un autovettore i A
Figura 4.2-69

Nella Figura 4.2-70 vediamo ancora uno studente che trova una base di V, fatta da due vettori e allo
stesso tempo dice che la sua dimensione e 3! Da qui deduce che il quesito ha risposta affermativa
relativamente all’esistenza di una base di autovettore di R3. Per verificare se la base trovata fosse
ortonormale, fa il prodotto delle componenti dei vettori (cfr. rettangolo rosso) senza sommarli e
nella concludere la non ortonormalita della base continua a considerare “i risultati” come se fossero

separati.
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Figura 4.2-70
Nella Figura 4.2-71 vediamo che lo studente manca alcuni delimitatori, come ‘=’, *(...), [...]’, da
cui ricava conti errati per arrivare infine a un risultato come polinomio di quarto grado. Ancora una

volta non c’¢ controllo da parte dello studente, sull’ordine del polinomio caratteristico che

dev’essere pari all’ordine della matrice.
l
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Figura 4.2-71

Nella Figura 4.2-72 vediamo che nella motivazione data alla risposta al quesito ¢) lo studente parla

di “solo 2 autovalori in C”, perché 2 sono gli autovalori con parte immaginaria non nulla.
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Nel rispondere al quesito d), lo studente per verificare che il vettore dato sia autovettore vuole
verificare che esso sia linearmente indipendente rispetto agli ‘altri autovettori di A’. Questi ultimi

vengono identificati con la terza e la seconda riga della matrice che corrisponde all’autospazio V,

(9 7

(rettangolo segnalato, vicino ‘3’perde un segno ‘-’) e crea la matrice A’ con questi vettori e il

vettore da verificare. A parte il fatto di non aver considerato autovettore, e comungue da escludere
che volesse intendere ‘dipendente’ poiché trova rkA’=3 e deduce correttamente la lineare
indipendenza e di conseguenza, coerentemente con quanto (erroneamente) affermato, che il vettore

dato sia un autovettore. Manca completamente la definizione di autovettore.
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Figura 4.2-72

Nella Figura 4.2-73 vediamo che lo studente usa un metodo che si addice alla verifica di

appartenenza di un vettore a uno spazio vettoriale quando siano dati i sui generatori. La procedura

fatta & esatta ma in realta serve a rispondere a un altro tipo di quesito.

Figura 4.2-73

Analogamente, nella Figura 4.2-74 vediamo un comportamento simile: lo studente aggiunge alla
matrice A il presunto autovettore in quarta colonna e 1’essere autovettore corrisponde alla
‘compatibilita’ (anche se nessun sistema lineare viene citato), che si concretizza nel teor. di Rouché-

Capelli.
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Figura 4.2-74

Nella Figura 4.2-75 vediamo che lo studente richiama un teorema non adeguato al quesito posto.
3 L
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Figura 4.2-75

Esaminiamo un altro problema, riguardante le coniche e mostrato nella figura seguente.

9 Data la seguente conica
L]

‘y:'.’r"'—’.’:yo'.’y: 2r -2y + 1 0,

a) classificare 7;
b) calcolare 'equazione della conica ruotata;

) calcolare le equazioni della traslazione che porta % in forma canonica.

Figura 4.2-76

Nella Figura 4.2-77 vediamo che lo studente ricorda di dover calcolare degli autovalori, ma lo va a

fare con riferimento alla matrice associata alla conica piuttosto che alla forma canonica della

conica.
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Figura 4.2-77
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Nella Figura 4.2-78 vediamo che lo studente a parole dice di voler procedere “al completamento del
quadrato”, ma in realta non sa cosa sta dicendo, perché prende il termine lineare in x” e il termine

noto, piutttosto che entrambi i termini in x .
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Figura 4.2-78

Nella Figura 4.2-79 vediamo che ancora un esempio di applicazione di una procedura senza tener

conto dei vincoli che questa deve avere: in questo caso, non puo essere det P = -1, deve scambiare

le colonne.

Se andiamo poi a guardare meglio quanto scritto, vediamo che mette ‘="dove dovrebbe esserci *-’. E

un errore di notazione?

L1 [N ANENG]
A4 i B
P Sl ANERT)
Figura 4.2-79

Nelle figure seguenti, vediamo due casi in cui il teorema di classificazione delle coniche é applicato
in maniera parziale — Figura 4.2-80: lo studente dice che I’¢ellisse ¢ reale senza alcuna motivazione —

0 in maniera errata — Figura 4.2-81: in questo caso ’ellisse ¢ reale € non immaginaria come scritto

dallo studente.
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Figura 4.2-80

Gam (duﬂ q ENECFEIRPRUNEE l’“ﬁ‘.
Figura 4.2-81
Nella Figura 4.2-82 vediamo invece che lo studente non conosce la definizione di matrice associata
alla conica (i termini sottolineati vanno divisi per 2). Parla poi di “matrice traccia”, che dice essere
nulla: non si capisce a cosa possa riferirsi. Si sarebbe portati a pensare che volesse riferirsi a det B,
ma cosi non sembra poiché dopo parla di “det =0 facendo presupporre che traccia e det siano due
cose distinte. La conclusione € poi senza senso: “quindi € coincidente” e qui ci troviamo di fronte a

difficolta prima di tutto linguistiche.
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Figura 4.2-82

Anche nella Figura 4.2-83 vediamo che lo studente non sa quali sono le coniche degeneri e quelle

non degeneri, per cui non si accorge della contraddizione che ha davanti.
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Figura 4.2-83

Nella Figura 4.2-84 vediamo ancora un “riecheggiare” di frasi note come ‘equazione della conica

ruotata’, che affiancate alle equazioni della rotazione, mostrano la vacuita di significato.
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Figura 4.2-84
Nella Figura 4.2-85 abbiamo un esempio di errore di lettura della traccia: non era richiesto di
trovare 1’equazione della conica in forma canonica! In realta e plausibile supporre che lo studente
non legga la traccia, ma proceda in accordo a una prassi nota — molti esercizi sulle coniche si

limitano a chiedere la trasformazione dell’equazione in forma canonica — e procede di conseguenza.
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Figura 4.2-85

Anche nella Figura 4.2-86 vediamo che lo studente alla fine di una procedura trova 1’equazione 3X
+Y =1 e non si accorge che ¢ una retta, non un’ellisse! Si potrebbe dire che c’¢ mancanza di
controllo, ma il controllo presuppone che lo studente sappia quanto meno che una conica

corrisponde a un’equazione di secondo grado e non di primo.
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Figura 4.2-86

Come nel caso della Figura 4.2-79, anche nella seguente vediamo 1’applicazione di una procedura
senza controllo sui vincoli posti alla matrice P: per es. deve essere una matrice ortogonale con
detP=1. Né lo studente sembra sapere che P € una matrice di diagonalizzazione ortogonale, costruita
quindi con le basi ortonormali degli autospazi, mentre nel caso in esame sono state basi degli
autospazi non ortonormale.
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Figura 4.2-87
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Nella Figura 4.2-88 c’¢ ancora un esempio di mancanza di controllo concettuale: 1’equazione

%S@«o Ve Qx(ucbum J\u\\tw { k\,,.;va\;u 1.“,\“.\»6,
\é J_ =1
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canonica di un’ellisse non contiene il termine misto.

Figura 4.2-88

Passiamo adesso a esaminare un problema di geometria analitica nello spazio, mostrato nella figura

seguente.

10- Siano dati e ..A.,.,'

o il plano

a) caleolare 'angolo tra » o =
b) calcolare la comune perpendicolare ad r od s

€) calcolare, se csisto, un piano per r parallolo a

Figura 4.2-89

Nel caso della Figura 4.2-90 vediamo ancora una non corrispondenza tra la descrizione
verbale/simbolica e la descrizione operativa di cio che lo studente fa: parla di ‘normale di s’,
indicandola anche con ‘ns’, ma in realta quello che fa ¢ — 0 dovrebbe essere — il vettore direzionale
di s’. Certamente c¢’¢ un uso senza cognizione di significato della parola ‘normale’, ma non si puo
dire se lo studente e cosciente che sta calcolando il vettore direzionale — cioe se siamo solo alla
presenza di un errore di ‘nomenclatura’, o se invece procede ancora una Vvolta, per ‘riproduzione’ di
procedure richiamate alla mente in casi simili. Sembrerebbe piu la seconda, poiché nel calcolo di n

lo studente non presta attenzione alle equazioni della retta, ma lavora come se avesse

x+y+z=0 - . . . . e .
Xx+y—22=0 senza quindi aver consapevolezza di come si costruisce la matrice di riferimento

(cerchio in rosso).
Infine abbiamo anche errori di uso dei segni: ad esempio, mancano le parentesi, le virgole, usa in

modo improprio il segno di uguale.
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Nella Figura 4.2-91 vediamo un caso di procedura corretta ma interpretazione errata dei risultati:

Figura 4.2-90

trova bene t = 0, invece di sostituire nelle equazioni della retta r per trovare il punto P (-3, 2, 0)

dell’intersezione, interpreta lo zero come ‘vuoto’ e termina che non ci sono punti d’intersezione.
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Nella Figura 4.2-92 vediamo ancora un errore ricorrente: 1’angolo ¢ introdotto teoricamente come
arccos, e quasi sempre nelle applicazioni € usato in questo modo. Nel caso in esame, che riguarda
I’angolo tra una retta e un piano, visti i dati a disposizione, considerazioni trigonometriche portano
all’uso dell’arcsin: il processo che porta a una ‘formula’ diversa ¢ di norma ignorato dagli studenti,
insieme alla stessa formula. Sembra ancora esserci una mancanza di controllo dei vincoli che

permettono 1’uso di una data formula.

Figura 4.2-92

Nella Figura 4.2-93 vediamo che lo studente dice di calcolare la comune perpendicolare ar e s che

ha la caratteristica, a suo dire, di passare per il punto Q e di essere parallela ai vettori direzionali
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delle rette r e s: lo studente non sa che quello che ha detto non ha senso e che le equazioni che ha

scritto sono le equazioni parametriche di un piano e non di una retta!
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Figura 4.2-93

Analogamente, nel caso mostrato dallaFigura 4.2-94, al di la della correttezza o meno dei

procedimenti usati, lo studente non si rende conto che quella che da ¢ I’equazione di un piano e non

di una retta.
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Figura 4.2-94

Nella Figura 4.2-95, vediamo ancora un esempio di procedure corrette ma che non rispondono alla
domanda: si chiede un piano per r parallelo a 7 e lo studente risponde sul parallelismo tra la retta r
e il piano !
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Figura 4.2-95
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Lo stesso accade nel caso della Figura 4.2-96: il problema non chiedeva com’¢ I’angolo tra la retta e

il piano ma di calcolare I’angolo tra di loro — lo studente risponde ‘I’angolo non ¢ retto ma esiste’.
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Figura 4.2-96

Errore simile nella Figura 4.2-97: era richiesto di calcolare I’angolo tra piano = ¢ retta s, mentre lo

studente calcola 1’angolo trarettar € s.
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Figura 4.2-97
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Passiamo a esaminare ancora un problema riguardante le coniche, nello specifico alla

classificazione di una conica al variare di un parametro, mostrata nella figura seguente.

1 1 - Data la seguente conica
-2% — 2hzy — y* 4+ 2hz + 2y + 1 = 0,
classificare 4 al variare di h € R.
Figura 4.2-98

La Figura 4.2-99 mette a fuoco la tipologia di errore pit comune in questo tipo di esercizi: la diffusa
mancanza di competenza nella risoluzione di disequazioni, finanche le piu semplici, com’€ il caso

di quelle mostrate in figura!
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Figura 4.2-99

Nella Figura 4.2-100 vediamo che lo studente, pur sembrando inizialmente che — come da suoi conti
precedenti — intendesse riferirsi a entrambi i valori di h quando scrive “-> azzera il det A’”, in
realta, si riferisce solo al valore di h piu vicino al simbolo “->”. Successivamente, vediamo che non
controlla di stare scrivendo ancora altri valori di h per la parabola, mentre manca il caso
dell’iperbole. Inoltre, nella discussione della disequazione detA<0 viene ancora una volta a galla la
difficolta nella risoluzione delle disequazioni, e in questo caso della mancanza di consapevolezza
del significato della scrittura ‘h<l e h>-1" rispetto a ‘h<-1 e h>1".

Infine, nel discutere la realta dell’ellisse, ancora una volta perde di vista su cosa sta ragionando e

’)'

conclude parlando di “rette reali
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Figura 4.2-100

L-bH<o A<t 2 h>-4

La Figura 4.2-101 mostra ancora una probabile difficolta di risoluzione delle equazioni: per questo

studente det A’ # 0éV h € R.
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Figura 4.2-101

4.3 Definizione di una classificazione delle difficolta

Jcéaemexm ﬂteR;

Sulla base dell’analisi dei protocolli sopra vista, abbiamo dato una nostra classificazione delle

difficolta (Figura 4.3-1).

La classificazione fatta dipende da:

» Modello da scegliere: informazione/elaborazione, problem solving, etc;

> Natura della disciplina stessa e le caratteristiche dei vari settori della matematica (livello

cognitivo e radici epistemologiche);
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» Atteggiamenti e convinzioni degli studenti verso la matematica, chi lo fa 1’errore (livelli

metacognitivo e non cognitivo).

DIFFICOLTA’ DIFFICOLTA’ NON
CLASSIFICABILI CLASSIFICABILI
ERRORI SBAGLI Errori o

Sbagli?
E1l E2 S1 S2 S3 Quali
= E ” os ce Errori?
Figura 4.3-1

Per difficolta classificabili intendiamo quegli errori di cui si conosce con certezza la loro paternita.
Mentre nella difficolta non classificabile, troviamo quegli errori della paternita incerta. Nella
tipologia degli errori si riesce a vedere bene la natura degli argomenti matematici, soprattutto nel
caso di E3. Mentre maggior parte degli sbagli ha a che fare con livello non cognitivo. Andiamo a
vedere nei sottoparagrafi successivi il significato delle varie sigle che compaiono nella figura

richiamata sopra.

4.3.1 Difficolta classificabili
Abbiamo gia detto che le difficolta classificabili sono quelle di cui possiamo dire con certezza

I’origine. Vediamo nel dettaglio.

Classificazione degli errori

E1) L’uso inappropriato dei dati
Si tratta di associazione scorrete o rigidita nell’informazione/elaborazione dei requisiti/risposte
causate dalla difficolta nella:

Lettura: Lo studente non legge le parole chiave e i simboli nel testo delle domande.
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Nella Figura 4.3-2 lo studente usa il prodotto scalare standard piuttosto che quello della struttura

euclidea data (cfr. traccia Figura 4.2-16).
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Figura 4.3-2

Decodifica: Lo studente non capisce il significato delle parole, dei simboli e del testo delle
domande.

Nella Figura 4.3-3 lo studente non si rende conto che quello che ha scritto & esattamente la stessa
cosa che é data nella traccia perché non ha chiaro né il significato del sottospazio W e W+ né quello

di rappresentazione cartesiana di un sottospazio (cfr. traccia Figura 4.2-1).
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Figura 4.3-3

Nella Figura 4.3-4 ha chiaro il significato del V* e lavora sui generatori di V come se fossero

generatori di V+ (cf. traccia Figura 4.2-16).
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Figura 4.3-4

E2) Le carenze a livello linguistico
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Lo studente non comprende, non trasforma le risorse matematiche dal testo verbale ai simboli e
viceversa, ha cioé difficolta nella gestione dei segni (semiotica).

Ad es. lo studente non comprende 1’equivalenza tra varie rappresentazioni semiotiche (formule,
grafici, tabelle, iconiche ...) sia per difficolta di tipo sintattico (rapporti e combinazioni dei simboli

tra loro) che semantico (significato di parole, simboli, frasi e testo).
Nella Figura 4.3-5 lo studente parla di intersezione vuota come equivalente di intersezione formata

da solo vettore nullo.

ol bl £[c .
FANa LY = {(Q‘ O(O\O)} -/Q('{'r‘f‘.{fzn&&?-\'omu‘f:__
Aabtol | Lol | hoboh [Hol ok Sy | (9 23N Y N1
(Q,Z-l,;ﬂﬁf v QI [/ e
Figura 4.3-5
Nella Figura 4.3-6 lo studente si esprime male sia verbalmente (R €& un sottoinsieme di C) sia

simbolicamente (R < C).
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Figura 4.3-6

Nella Figura 4.3-7 lo studente parla di “basi” di V intendendo “vettori di una base”.
\ |3 4l 4 1o |/ \ bl 4| 2] a2/

A= | T N (Rl oot 3 fabal e V00 ¥ 5
.0 et T T T T Tt : \/
Figura 4.3-7

E3) Le carenze a livello di conoscenze e capacita.

Sono mancanze che possono essere causate da:
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a) Lacune di base: ad es. la risoluzione di un’equazione di terzo grado (Figura 4.3-8, cfr.
quanto discusso approfonditamente per la Figura 4.2-64).

/ -A \ ol | = SRy g
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- =HU3Z ( )-4= ‘
A e

Figura 4.3-8

b) Mancanza di nodi concettuali richiesti, quali:
e Definizioni

Nella Figura 4.3-9 vediamo due casi in cui uno studente fa il determinante di una
matrice non quadrata!

=A L2 -AN\ [Qeplie I ER SH LT LT
. \\ - ) v 4
= -A A4 LN/ = : -A 1A [-b
§2 < B> 74 I8 74
-G AL 9 = o 3
H 7
NOEY. 4+ RID L (UThbiT N
|
) >
\J: I - . '?’\
d =g = M= Z
2 e )
\ N
Ot
- )
Figura 4.3-9

e Proposizione e le loro proprieta
Nella Figura 4.3-10 lo studente parla di vettore normale a una retta mentre ne calcola
(male!) quello direzionale (cfr. Figura 4.2-90 per discussione approfondita).
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Figura 4.3-10

e (Osservazioni
Nella Figura 4.3-11 lo studente trova il rango di una matrice maggiore del minimo tra il

numero delle righe e colonne della matrice.
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Figura 4.3-11
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e Teoremi
Nella Figura 4.3-12 lo studente sembra lavorare come se non conoscesse i teoremi di Rouché —
Capelli e il secondo teorema di unicita, (cfr. traccia Figura 4.2-37) e le condizioni per la loro

applicabilita.
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Figura 4.3-12
e Algoritmi
Nella Figura 4.3-13 lo studente termina 1’algoritmo quando arriva alla forma a scalini e non
a quella a scalini ridotta.
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(& N = |
O 21—z :t O — D
© = < I O e 0
o e Giio-L2
/’

Figura 4.3-13

e Procedure
Nella Figura 4.3-14 vediamo che lo studente fa un po’ di calcoli per il segno del

determinante della matrice A (forma quadratica) senza vedere prima il determinante della

matrice associato alla conica (cfr. traccia Figura 4.2-98).

93



N S Ve d 22 Vil Olhake S 4 21 S8 MO KV & MR

Figura 4.3-14

e Altre, errori causati da piu di un motivo
Nella Figura 4.3-15 vediamo un esempio, dove troviamo lacune di base (risolvere
I’equazione di secondo o terzo grado), mancanza di conoscenza di proposizioni
(caratterizzazione autovalori e autospazio), definizioni (matrice invertibile, determinante di
una matrice, base di uno spazio vettoriale, matrice diagonalizzabile), teoremi (invertibilita di

una matrice), etc. (cfr. traccia Figura 4.2-51).

Figura 4.3-15
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E4) Deduzione logicamente scorretta.
Si tratta di errori che sono causati dall’applicazione di regole o strategie inadeguate.
Ad es. nella Figura 4.3-16 utilizza il teorema spettrale al posto del teorema di caratterizzazione

principale della diagonalizzazione (cfr. traccia Figura 4.2-69).

\Y R © -1I) :
4} Al lal L A=k = T —e Ai{”tr&(@?%m
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Figura 4.3-16

Classificazione degli sbagli.

S1. Mancanza di controllo e feedback

Si tratta di casi in cui lo studente ad es. non esplicita passo per passo cosa sta facendo per risolvere
il problema (es. Figura 4.3-17 — lo studente non spiega cosa sta facendo e dunque perché S non ha
vettori linearmente dipendenti) o non fa verifiche sui concetti e soluzioni. In altri casi, lo studente
non riporta in bella i conti e i passi dimostrati, ma scrive solo il risultato finale (es. Figura 4.3-19,
cfr. traccia Figura 4.2-51) o al contrario riporta conti evidenti che possono essere tralasciati (es.
Figura 4.3-20 — lo studente va a fare il calcolo del determinante di una matrice relativa a un
autovalore, che deve necessariamente essere nullo, cfr. Figura 4.2-51). In altri casi ancora, lo
studente non da alcuna spiegazione verbale (es. Figura 4.3-18 — lo studente non spiega cosa
rappresenta quella matrice, cfr. traccia Figura 4.2-1).
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Figura 43-18 -
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Figura 4.3-20

S2. Sbagli tecnici

Si tratta di calcolo scorretto (aggiunge, sottrae, moltiplica e divide) o di segni usati in maniera
inadeguata (parentesi, simboli, lettere, segno al posto di un altro etc.).

Nella Figura 4.3-21 lo studente usa i puntini sospensivi perché non ricorda il nome di Grassmann.
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v ~ A
\ IO | IW% __&: z e DISIOSA
T Xaq g}grs%}g-_ﬂ ‘ : '
— C \ = A T
+ \ / |
+ QU V% W [ J
Figura 4.3-21

Nella Figura 4.3-22 lo studente scrive la lettera ‘B’ al posto della lettera <V’.

i
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Figura 4.3-22
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Nella Figura 4.3-23 lo studente scrive ,” al posto di ‘“+’ e usa doppia parentesi che non serve.

V(254,09 [(240)( ,%, V»L)l v%/ “j\;,)

‘T@ ‘(6’ )

TN
Figura 4.3-23

Nella Figura 4.3-24 lo studente confonde € con 2.

g \’w %5 &
vFiglera 4.3-24 o

Nella Figura 4.3-25 lo studente usa il simbolo di prodotto vettoriale ‘x’ al posto di quello del

prodotto scalare *-’.

| PATT T /EHT E2 TN {34 M1 4
MS- Uz = ! AL | =
== ol T B 1E3I 1T 10 o =31

Figura 4.3-25

Nella Figura 4.3-26 lo studente usa ‘=" al posto ‘=’ (fa 2a - 2b =a—b).

h 4.4 /\/\’Q

Figura 4.3-26

S3. “Error factors” di Harlow:

Si tratta di quei casi in cui lo studente sembra svolgere in modo completamente corretto un
problema, sia nelle procedure sia nelle conclusioni, peccato che risolva un problema diverso da
quello richiesto! Nella Figura 4.3-27 lo studente calcola una base ortonormale dell’autospazio V,

mentre era richiesta semplicemente una base (cfr. traccia Figura 4.2-69).
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Figura 4.3-27

S4. Rinunciano a priori ad affrontare i problemi relativi ad alcune aree del programma
Sono quei casi in cui lo studente non svolge alcuni problemi i quesiti, o li lascia incompleti, com’¢
il caso della Figura 4.3-28 dove lo studente manca il calcolo della matrice di diagonalizzazione e

della sua inversa (cfr. traccia Figura 4.2-51).

SRR L T T T P
ERERmE G L T EEEAENE EE SN T

e
R R PR

S5. Problematiche di codifica

Si tratta di omissioni come ad es. lo studente non numera le pagine, non scrive il nome nei loro
protocolli, non ordinano le risposte alle domande (es. risposta del quesito b) al posto di a) oppure
del problema 2) al posto del problema 1)), risolve il quesito b) prima di a) anche quando sono
collegati e la risoluzione di a) facilita quella di b).

S6. Non saper valutare a priori la difficolta di un problema

Si tratta di casi in cui lo studente ha difficolta nella scelta dei metodi piu facili per la risoluzione del
problema, non riesce a valutare il tempo necessario per risolvere il problema, non sa fare una figura
che possa essere di aiuto nella risoluzione dei problemi e nella scelta di strategie nel problem
solving.

Nella Figura 4.3-29 vediamo che lo studente, per calcolare un piano parallelo ad r, va a scrivere il
fascio per r (cfr. traccia Figura 4.2-89). Per la condizione di parallelismo avrebbe potuto essere di

aiuto una figura come quella cerchiata in rosso.
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Figura 4.3-29

Nella Figura 4.3-30 vediamo un esercizio incompleto: probabilmente lo studente non ha saputo
valutare a priori la difficolta nella scelta dei modi nella risoluzione dei problemi e il tempo
necessario per risolvere (cfr. traccia Figura 4.2-66). Per il calcolo del ker f, invece di usare una
matrice di rappresentazione non canonica, lo studente calcola prima il prolungamento lineare di f da
cui poi imposta il sistema lineare omogeneo di 4 equazioni e 3 incognite corrispondente a ker f, che

lascia irrisolto.
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Figura 4.3-30

4.3.2 Difficolta non classificabili
Andiamo ora a vedere alcuni esempi di protocolli in cui non si riesce a stabilire con certezza se si

tratti di errore o sbaglio o di che tipo di errore, si tratta.
Nel caso della Figura 4.3-31 siamo davanti a un errore tipo E3/carenze di proposizioni (ovvero non

sa che la dimensione di un sottospazio vettoriale € un numero) o a uno shaglio tipo S2/shaglio

tecnico (ciog, scrive le parentesi che non servono)?
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‘ Figura 4.3-31
Nel caso della Figura 4.3-32 si tratta di un errore tipo E3/carenze di proposizioni (ovvero non sa
applicare correttamente la relazione di Grassmann) oppure di uno sbaglio tipo S2/sbaglio tecnico

(cioe, dimentica di scrivere‘L”).
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Flgura 4.3-32
Nel caso della Figura 4.3-33 (cfr. traccia Figura 4.2-89), si tratta di un errore tipo E3/carenze di
definizione (ovvero, angolo tra la retta e il piano) oppure di uno shaglio tipo S2/sbaglio tecnico

(ciog, scrive ‘arccos’ al posto di ‘arcsin’)?

Folz 4 s (132 o 37 e s
AAAAA Ldlv]
..... 1% ,"_1143 i QT

I F'igu'ra 1'1.3-‘33. -

Nella Figura 4.3-34 (cfr. traccia Figura 4.2-16), si tratta di errore tipo El/lettura (non legge nella
domanda V+ ma legge V) oppure di errore tipo E3/mancanze di algoritmi (non sa calcolare una

base ortonormale di V+)?

Flgura 4.3-34

100



4.4 Analisi quantitativa delle difficolta

Abbiamo esaminato gli elaborati di circa 100 studenti alla luce della classificazione sopra fatta.
Abbiamo individuato 787 difficolta, di cui 738 (93,5%) classificabili e 49 (6,5%) non classificabili
(Figura 4.4-1).

Difficolta classificabili Difficolta non
classificabili

Figura 4.4-1

Delle difficolta classificabili, 608 (82,3%) sono errori e 130 (17,7%) shagli (Figura 4.4-2).

Errori Sbhagli

Figura 4.4-2

Gli errori sono distribuiti come in Figura 4.4-3: su 608 errori ci sono 70 (11,5%) di tipologia E1,
49 (8%) di tipologia E2, 372 (61%) di tipologia E3 e 117 (19,5%) di tipologia E4.
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Figura 4.4-3

Andando nel dettaglio degli argomenti dove abbiamo individuato il maggior numero di difficolta,
sembrerebbe che gli studenti hanno piu difficolta su spazio vettoriale e spazio euclideo. Le
difficolta non classificabili sono piu meno nello stesso numero su vari argomenti. Invece volendo
distinguere tra gli errori, il numero piu elevato ¢ della tipologia E3, in particolare relativamente a
omomorfismi e diagonalizzazione. Seguono quelli della tipologia E4 e poi E1, specie su spazi
vettoriali e spazi euclidei. 1 meno frequenti sono gli errori di tipo E2 che sono piu 0 meno

equamente distribuiti su vari argomenti.
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5 Un percorso di recupero-autoformazione in algebra lineare

5.1 Costruzione delle domande

In questo paragrafo, andiamo a descrivere come abbiamo progettato le domande. Possiamo

distinguere due tipi di domande:

a) Sono quelle in numero maggiore e sono state costruite basandosi su:

Tipologie degli errori trovati nei protocolli degli studenti;

Tassonomia Math, che vuol dire, cosa vogliamo o intendiamo valutare con questi tipi
di domande;

Competenze Niss, che vuol dire, che competenze servono agli studenti per affrontare
queste tipologie di domande;

Linguaggio usato nelle domande e risposte, semplice nel senso piu vicino al
linguaggio quotidiano o un linguaggio matematico piu sofisticato che sara verbale,
simbolico e misto;

Varie particolarita degli argomenti trattati, etc.

b) Sono domande che vertono su competenze trasversali, come ad esempio confronti,

ragionamenti, fare congetture, etc. La difficolta quindi € maggiore rispetto a domande che

vertono sul livello puramente cognitivo e pertanto le abbiamo usate a completamento di un

corso intero.

Nel seguito vediamo una carellata sulle domande costruite per ciascun argomento, con riferimento

all’analisi degli errori fatta al paragrafo 4.2. Abbiamo considerato anche una serie di quiz raccolti in

un ‘precorso’, che ha il doppio scopo di rinforzare le conoscenze di base e di fare una valutazione

diagniostica.

Precorso
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Compito 1,8 (Dromanda a risposta multipla)l

Tutte le soluzioni dell'equazione 3x - 2Z2v + 4z + 2t = -1 =ono le terne seguenti. Individuare quelle guiste.

ey oz e R ooz e R
o » 2 & perché t & un parametro fisso.

ry
e p ozt e R Yrr=EteR
F
o P = e R Wy st e RS -2y vd==- F -2
)
(o p=Er e R L, ¥R rpE ERS -2y vz =-F -2t
s
e pr = (-Ff-Fx+2y-&=)27 & R ooz ER

Figura 5.1-1

La domanda fa riferimento a:

1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-10 e Figura 4.2-14) che nascono dalle lacune nelle conoscenze

di base, soluzioni di un equazione con quattro incognite
2. conoscenza oggettiva
3. comunicazione; uso del linguaggio simbolico, formale e tecnico e delle operazioni
4. uso massiccio dei simboli

Compito 1/6 (Dromanda a scelta multipla)

Ho spiegato perché & wvero o non & wvero che il determinante della matrice & wvale 0

a4 = z2 -5 5
£ -z Io

Individuare le risposte giuste.

Wale O percheé tuthi i minori 3 2.12:832-1,3:8123:2 3 wvalgono zero.

%ale O perche usando la regola di Sarrus ho: det A = a;; @55, T @45 833 - 843 @1 - 843 @35 — 0
Wale O perche il rango della matrice A & zero

IWon wale 0 ma wvale un altro mmmero perche la matrice non & quadrata.

5i parla per il determinante di una matrice soltanto nei casi gquando sono guadrate.

INessuna delle altre risposte & ginsta

Figura 5.1-2

La domanda fa riferimento a:

comprensione e riconoscimento della situazione
argomentazioni

una domanda del livello logico (€ vero o non é vero)
linguaggio semplice

a bk wn e
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Compito 111 {(Domanda a scelta multipla)

Il rango della matrice =eguente

wale:

3 perché il nomero minimo tra il nomero delle righe e colonne della matrice data & 3.

3 perché il massimo ordine di un minore non nullo della matrice data & 3.
0 perche la matrice data non & gquadrata e il determinante sua non si pud calcolare.

nessuna delle altre risposte & vera.

Figura 5.1-3

La domanda fa riferimento a:

1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-9, Figura 4.2-29) che nascono dalle carenze di definizione del
rango
2. comprensione e riconoscimento della situazione

3. argomentazioni
4. linguaggio semplice

Compito 1/10 (Domanda a scelta multipla)

Sia dato il sisterma lineare =seguente:

Ix-F + = =-3

T-pE + =4
Quante & il numero delle =oluzioni del sistema dato?

Infinite perché il sistema ha il mumero delle equarzioni minore del numero di incognite.

Infinite perché il sistema non & compatibile.

Uno perché uso Cramer dopo che ho aggiunto nel sistema dato un terzo eguarione equivalente al primo.
Solo due che dipendono dei valori di z.

MNessuna perché il sistema non & compatibile.

MWessuna delle altre risposte & giusta

Figura 5.1-4

La domanda fa riferimento a:

1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-38, Figura 4.2-43 e Figura 4.2-46) che nascono dalle carenze di
teoremi, Rouche — Capelli e i teoremi di unicita

2. comprensione e riconoscimento della situazione

3. argomentazioni

4. linguaggio non semplice, verbale
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F_T7 {(Domanda a risposta multipla)

Siano dati I'equazioni seguenti:
1)xZ =0

2)x2 2x =0
3)(x-2)3(2-x)=0

Indicate le risposte giuste.

x = () & l'unica radice di (1) con molteplicitd di x uno
x =0 & lala radice di (2) con molteplicita di x tre
(3) ha tre soluzioni

(3) ha x = 2 radice con molteplicita di x guattro

OooDoO0oaO

(3) ha x = -2 radice con molteplicita di x quattro

Figura 5.1-5

La domanda fa riferimento a:

errori tipo E3 (Figura 4.2-64) che nascono dalle lacune di base, la molteplicita
conoscenza oggettiva

argomentazione

linguaggio semplice

A wnh e

P_T1 (Domanda a scelta multipla)

Individuare le soluzioni del seguente sistema di disequazione

2
(x-1) (x-3)=0

(x-2)<2

x<4
Impossibile
Indeterminato
x>3Ux<4
x<4Ux>3

Nessuna delle altre risposte € vera

Figura 5.1-6

La seconda domanda fa riferimento a:

errori tipo E3 (Figura 4.2-99) che nascono dalle lacune di base, risolvere le disequazioni
conoscenza oggettiva

formulazione e risoluzione dei problemi

linguaggio non semplice, simbolico e verbale

AwhE

Matrici
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M-L1-T3-3 (Domanda a risposta multipla)

Drata la matrice:

Indicate le risposte giuste.

detA O

det & = 0 e di conseguenza la matrice A & invertibile

det A = 0 allora la matrice A non pud essere imvertibile

il rango di tutte le matrici del tipo (3x3) con una niga (colonna) il vettore zero, non © mai 3

rieA=1

rkeA=2

La domanda fa riferimento a:

argomentazioni
linguaggio semplice

No ook ohE

Individuate la risposta giusta.

ricA=1

A kB

kC=3
detC =0

detB o
kA = kB = rkC = 2

La domanda fa riferimento a:

Figura 5.1-7

errori di tipo E3 (Figura 4.2-45 e Figura 4.2-65)
giustificazione, ragionamento e interpretazione

calcolo di inversa di matrici non invertibili (con determinante nullo) — risposte 2 e 3
rango di matrici con una riga o colonna nulla
coerenza tra valore del determinante (risposta 1) e rango (risposte 3, 4 e 5)

Figura 5.1-8

1. errori di tipo E3 (Figura 4.3-9, Figura 4.3-11)
2. giustificazione, ragionamento e interpretazione

3. argomentazioni
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4. le risposte 4 e 5 richiedono la definizione di determinante

5. larisposta 3 richiama la maggiorazione del rango data dal minimo tra il numero di righe e di
colonne

6. le risposte 2 e 6 presuppongono 1’osservazione che A ¢ sottomatrice di B e C e che il rango
di B e C non puo superare 2 (come osservato al punto precedente)

M-L1-T1-1 (Domanda a =celta multipla)

P no -2

2 h

Dato la matrice e il parametro h C

Indicare la risposta giusta.

il rango e il determinante della matrice A non dipendono dal parametro h

T T

A e G

|A| = -4 per h=0
scambio la prima riga con la seconda della matrice A e vedo che i determinante della A non cambia

nessuna delle risposte & adeguata

Figura 5.1-9

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E2 (Figura 4.2-52 e Figura 4.2-56)

giustificazione, ragionamento e interpretazione

argomentazioni; uso del linguaggio simbolico, formale e tecnico e delle operazioni
interpretazioni linguistici e logici dei simboli R e C

le risposte 2 e 3 cambiano solo per il contesto in cui varia h

la risposta 5 richiama la proposizione relativa alle proprieta del determinante

ok wn

M-L2-T1-1 (Domanda a risposta multipla)

Non esiste l'inversa di una qualunque matrice:
del tipo 5x5
del tipo 4x5

ottenuta dalla matrice identica 15 scambiandosi di riga
ottenuta dalla matrice identica I; sostituendo ad una colonna la 9-upla nulla

quadrata con le righe linearmente dipendente

quadrata con una riga formata da numeri ugali a -99

Figura 5.1-10

La domanda fa riferimento a:

errori di tipo E3 (Figura 4.2-65) che nascono dalla definizione di matrice invertibile
giustificazione, ragionamento e interpretazione

argomentazioni

linguaggio semplice

domanda del tipo ‘quando non ¢ cosi cosa succede?’

aprowbheE

108



6. risposte 1, 2 e 6 matrice quadrate e non quadrate

~

risposta 3 e 5, proprieta del determinante che non coincidono nella inversa della matrice

8. risposta 4, matrice identica che coincide nella inversa della matrice perché il determinante
della matrice diventa zero

S L-L3-Tl-5 (Domanda a risposta multipla)

Crate A, B

Mg { R ) entrambe con rango 4. Sia w il rango di A + B allora & wero che:

esistono coppie (A B) di matrici in cud w = 9

w = 8 per tutte le coppie (A B)

esistono coppie (&4 BY) di matrici in coma w = 0

w = 4 per tutte le coppie (A B)

esistono coppie (A B) di matrici in cui w = 8
esistono coppie (A B) di matrici in cui w = 7
Figura 5.1-11

La domanda fa riferimento a:

o

5.

errori di tipo E3 (Figura 4.3-11)

giustificazione, ragionamento e interpretazione

argomentazione

domande per capire che il rango di una matrice non puo superare il minimo tra il numero
di righe e colonne della matrice

operazioni con le matrici, interpretazioni linguistici e logici

Due domande del tipo b).

Siano A e B due matrice quadrate dello stesso ordine con A invertibile e B non invertibile. Allora quale dei seguenti matrici possono essere invertibili?

BA
AB
A+B
ABA™!

altro

Figura 5.1-12

M-L2-T2-1 (Domanda a scelta multipla)

Sia|A|l=1e |B|=2allora |(A !B 1) 1]|e:
0 O
1 O
2z O
3 O
4 O
altro O
Figura 5.1-13

La prima domanda fa riferimento a:
1. applicazione in nuova situazione

2. pensiero e ragionamento
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La seconda domanda fa riferimento a:
1. valutazione

2. formulazione e risoluzione dei problemi

Sistemi lineari
S _L-L1-T1-3 (Domanda a risposta multipla)

Uno sottospazio di R2 & rappresentato da una sistema lineare dowve le soluzioni sono una terna della forma (3, 2k, -2h ) con k, h reali

allora le seguenti terne sono ancora =oluzione del sistema:

6,2.4)

(3. 6, 2h) con h reale

nella terna (3, 10, 2h) con h reale ce una sola soluzione del sistema
(3, 2k, -1) con k reale

(3.2.-2)e(3.6.-8)

(3,2, 0)e (3,0, -2)usando la base canonica

(3.12)

(3,12, -12,. )

Figura 5.1-14
La domanda fa riferimento a:

1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-10, Figura 4.2-14)
2. giustificazione, ragionamento e interpretazione
3. argomentazione

4. linguaggio semplice

S _L-L1-T1i-2 (Domanda a risposta multipla)

Sapendo che la terna (1, 1, -1) & la soluzione del equazione AX=B dowve

7 7 o
£l = 5z =z = o
7 o z
allora il sistema lineare:

non & compatibile

ke A =rk(A | B

ha l'unica solarione sapendo che la terna data € soluzione

ha I'imica sohizione che I'abbiamo wverificato, risobrendo il sistema notiamo che & sola quella
il sistema ha solo tre soluzioni

il sistema & omogenso
Figura 5.1-15

La domanda fa riferimento a:

1. errori tipo E3 (Figura 4.2-44)
2. giustificazione, ragionamento e interpretazione
3. formulazione e risoluzione dei problemi
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4. interpretazioni linguistiche e logiche

domande del tipo: ‘sapendo che ¢ vero cosa succede?’

6. la compatibilita del sistema lineare (risposte 1 e 2), il numero delle soluzioni di un sistema
(risposte 3, 4 e 5) e sistema omogeneo (risposta 6)

o

S L-L2-T1-3 {(Dromanda a scelta multipla)
Sia AX=B un sistema lineare di m equazioni & n incognite allora & wero che:
sen <~ m il sistema & sempre privo di solazioni
sen = m+1 il sistema ha sempre una solizione
sen =m sipuduusare sempre Crammer
se n > m il sistema ha sempre infinite solaziond
il sistema ha sempre almena una solizione se B = 0

nessuna delle altre risposte & gasta

Figura 5.1-16

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-4, Figura 4.2-38, Figura 4.2-43, Figura 4.2-46 € Figura 4.2-49)
giustificazione e interpretazione; applicazione in nuova situazione
pensiero e ragionamento
linguaggio non semplice
risposta 1 il caso n<m che non coincide nella compatibilita, dipende se rk A =rk A|B
risposta 2 e 4 siamo nel caso n>m che dipende dalla compatibilita e se rk A=n
risposta 3, si usa Crammer se il sistema e compatibile
risposta 5 il sistema omogeneo

NGk WD

Due domande del tipo b):

S _L-13-T1-2 (Domanda a risposta multipla)
Sia S un sistema di m equazioni e N incognite e sia S' il sistema ottenuto togliendo l'ultimo equazione.

Allora & vero che:

l'insieme delle soluzioni di S' & contenuto in quello di S
se 8' & impossibile anche S lo &

ge S' ammette soluzioni anche S ne ammette

se S ammette soluzioni anche S' ne ammette

se S & impossibile anche S'lo &

l'insieme delle soluzioni di S & contenuto in quello di S*

ooooooao

in generale non ce alcuna relazione fra insiemi delle soluzioni di S e S'

S_L-13-T1-3 (Domanda a scelta multipla)

Siano S un sistema lineare non omogeneo di 4 equazioni e 4 incognite ed il So il sistema lineare omogeneo associato.

Sia (14, 13, 12, 11) una soluzione di Sg allora (4, 5, 6, 7) + (14, 13, 12, 11) & una soluzione di S:

se 8 e Sp hanno lo stesso rango O
se (4, 5,6, 7)¢é la colonna dei termi noti di S O
se (4, 5, 6, 7) & una soluzione di S O
se (14, 13,12, 11) éla colonna dei terminotidi S O
se (4, 5,6, 7) & una soluzione di Sp O
nessuna delle altre risposte & giusta O
Figura 5.1-17

Le due domande fanno riferimento a:
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1. implicazione fare congetture, confrontazione e trovare la soluzione

pensiero e ragionamento

3. la prima domanda ha a che fare con il confronto di due sistemi (insieme delle soluzioni, la
compatibilita)

4. laseconda domanda ha a che fare con il confronto della soluzione di un sistema lineare non
omogeneo con la soluzione di quello omogeneo

N

Spazi vettoriali
S _V-L1-TR-4 (Domanda a risposta multipla)

Sia dato il seguente sottospazio

=y
V= <(x, vy, zt), (x, v,z t')> dove v r* e il vettore u che & appartenente allo sottospazie V

Allora guesto vettore:

deve essere una combinazione lineare dei generatori di V
deve essere una combinazione lineare dei vettori della base di V
deve essere linearmente dipendente con i generatori di V

deve essere linearmente indipendente con i generatori di V

O OO OO

creando la matrice A che ha per le righe i generatori di V e questa matrice deve avere lo stesso rango con la matrice creata aggimgendo alla A la terza
riga con vettore u dato

Figura 5.1-18

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-6, Figura 4.2-7 € Figura 4.2-11)
giustificazione, ragionamento e interpretazione
argomentazioni
linguaggio semplice
appartenenza di un vettore a uno sottospazio vettoriale, lineare dipendenza e indipendenza

o owd

S_V-L2-T1-2 (Domanda a corrispondenza)

Individuate le dimensioni delle base seguenti:

a
b
Punteggio minimo [s] c
Punteggio massimo =] d
e
Punti per corrispondenza mancante O f
Punti per corrispondenza esatta 1 a
Punti per corrispoendenza errata -1 h
1
Elementi da associare Jk Possibili associazioni
A= (% y. )] [Nonloso | a1
B = [( % vy), (', ¥)] Non lo so v b) 4
C = [(% ¥, 2), (X, ¥, 2] Nonloso A3
D = [(x, y. z. t)] Non lo so W d3|1
E = [(x, v, z, t), (', ¥, z', ©')] Non lo so W e)|3
F=(x) Non lo so ™ FJ|2
2
G = (% v¥) Non lo so 9
h) 2
H = [(x v, z), (x', vy, '), (x". y", 2")] MNon lo so
HIE
E = [(x vy, 2z t), (x y. 2, ) (x" y" 2" t"]] Non lo so
1jo
IE

Figura 5.1-19

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-5)
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2. giustificazione, ragionamento e interpretazione
3. argomentazioni
4. sfruttare la domanda a corrispondenza per calcolare la dimensione della base

5 _WV-L1-T3-1 (Domanda a corrispondenza)

Sia dato un sistema di vettori B = (a, b, ¢ ...} | vettori singoli del sistema ci appartengono in:

Punteggio minimo o]
Punteggio massimo 6

Punti per corrispondenza mancante 0
Punti per corrispondenza esatta 1
Punti per corrispondenza errata -1

Elementi da associare Possibili associazioni

E@ 0 o000

[(0. 1), (0, 3). (1, 1)] [22]rR~2
(1, -1, 3) Non lo so W |b)|R
0. 1. 3). (-1, 2, 23] [Nonloso  v]| [a]r~z
[(1, -1, 0), (2, 4, -6), (-1, -1, 3)] Nonloso W [r[r~s5
[(1, 4, -1, 0)] Nonloso l)|r~3
‘(1,4,-1, o) HNon lo so V|| |F)|R
[@]r~a
Figura 5.1-20
La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-10 € Figura 4.2-14)
2. giustificazione, ragionameto e interpretazione
3. argomentazioni
=_W-L1-T2-4 (Domanda a risposta multipla)
Sia dato lo sottospazio wettoriale W = = (0, 0 ), { -3, 4), (1, 2) = allora & vero che:
i genaratori di W sono in r3 =l
~w £ m2 =
i generatori di W sono linearmente dipendenti =1
stando il momero dei generatori di W tre allora dim WV = 3 =1
la dim % = 2 percheé nei generatori di W si trovano due vettori linearmente indipendenti [
la base di % ha due wettori ed il vettore (0. 0) non pud fare mai parte di una base =1

Figura 5.1-21

La domanda fa riferimento a:

errori di tipo E3 figure ( Figura 4.2-2, Figura 4.2-65)

giustificazione, ragionamento e interpretazione

argomentazione

linguaggio verbale e simbolico

le risposte 3, 4, 5 e 6 mettono in gioco il legame tra i vettori linearmente dipendente,
indipendente e base

o wnN e
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S_WV-L1-T2-3 (Domanda a risposta multipla)

Siano dati le due espressioni:

AnB=®eCnbh= { o }
dove A, B, C e D sono spazi vettoriali.

Allora & vero che:

I'msieme g & linearmente dipendente

i cnD . - i .
l'insieme contiene vettori linearmente indipendenti

saCDD={v }gv;eﬂailoraCnD R L. R . ) . .
& un insieme linearmente indipendente, "0" mtendiamo il vettore zero

AnB | - . -
& un insieme che contiene elementi

AnE . .. . P
¢ un sottoinsieme di ogni insieme

dirn (O L) non esiste

dim (C i) =0

dirn (€ D) = { Q }

stamdo A m B = Qalloraladim A nEB=0

stemdo A 7~ B = O non si pud parlare di dim A — B

= uno SPBZ!D wvettoriale
A8 . < -
€ uno sparzio vettoriale
A B Sae s .
© un msicme Chl: non contiens l:ll:ml:]'lﬂ
A

non € un sottoinsieme di ogni insieme

Figura 5.1-22
La domanda fa riferimenti a:
1. errori di tipo E2 e E4 (Figura 4.2-13)

2. aromentazione; giustificazione, ragionamento, dimostrazione e interpretazione

3. comunicazione; uso del linguaggio simbolico, formale e tecnico e delle operazioni

4. interpretazioni linguistici e logici (lo scopo di queste domande é di fare notare la differenza
tra il vettore nullo e I’insieme vuoto)

S_W-L3-T1-2 (Domanda a scelta multipla)

=
Mello spazio wvettoriale W dei polinomi in x a coefficienti reali di grado =

linsieme {x, 3x + x=, 6x~ + 5, 4x=} &:

linearmente indipendente

un sistema di generatori di V'
linearmente dipendente

una base di ¥V

nessuna delle altre risposte & ginste

Figura 5.1-23
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La domanda fa riferimento a:

errori di tipo E3 (Figura 4.2-22)

giustificazione, ragionamento, dimostrazione e interpretazione
argomentazioni

linguaggio semplice

lineare dipendenza, indipendenza e basi

ok wndE

S_W-LZ2-TZ-4 (Domanda a scelta multiplal)
Quali s=ono le componenti del wettore (-7, 11) rispetto alla base B = [{1.1 ), (1, 0317

7. 11>
(11, -18)
(11, -7
7. -11)
18 11)
altro

Figura 5.1-24

La domanda fa riferimento a:

errori di tipo E3 (Figura 4.2-31, Figura 4.2-33 e Figura 4.2-35)
valutazione

formulazione e risoluzione di problemi

domanda del tipo ‘quali ¢ tra ...’

P owpnhRE

S_WV-L1-T1-4 (Domanda a risposta multipla)

Dato il sottospazio:
Vv=<(-1,-4,0,1),(-1,0,0, -2) >

Indicare le risposte giuste.

i generatori di V sone due vettori linearmente dipendenti

W & appartente in RZ perché V ha due generatori

i vettori di V stanno in R* allora VvV = R*

WV non & rappresentata in forma cartesiana

i generatori di V non sono proporzionali

stando i generatori di V linearmente indipendenti . la base sua & gli stessi generatori di V

dim V =4

ooooo o oo

dim V + dim V" =4 | dim V =2 e dim V" =2
Figura 5.1-25

La domanda fa riferimento a:

errori di tipo E3 (Figura 4.2-12, Figura 4.2-19 Figura 4.2-26)
giustificazione, ragionamento, dimostrazione e interpretazione
argomentazione

sottospazio vettoriale rappresentato con i generatori

ownhe
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=
Dato il sottospazio W V rappresentato cosi

(=
X-y+2t=x-2y-z+t=2x-3y +t=0, sié&dato pure un vettore v A"

Trovate le risposte giuste.

dim W & il numero dei parametri delle soluzioni del sistema dove & 1

dim W =rk A =3 dove A & la matrice dei coefficienti del sistema che rappresenta W
dim W'+ dim W =5

( dim W+ dim W ) & uguale al numero delle incognite del sistema che rappresenta W

(Wt =y

O 0oonoaod

Figura 5.1-26

La domanda fa riferimento:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-5, Figura 4.2-9)
2. giustificazione, ragionamento, dimostrazione e interpretazione
3. argomentazione
4. dimensione di uno sottospazio rappresentato in forma cartesina e del sottospazio ortogonale

S_W-L2-T1-1 (Domanda a corrispondenza)

B B B dim V¥V N W e dim V +W sono ?
In R™6 esistono due sottospazi V e W di dimensione 4 , allora la

Punteggio minimo
Punteggio massimo
Punti per corrispondenza mancante

!
H K OhO

Punti per corrispondenza esatta z
Punti per corr’lspondenza errata c
d
Elementi da associare e Possibili associazioni
f a)|3
dim ¥ W |[Nonloso |
b)[2
dim V o~ & ‘Nonlcso ~ c)[6
d)|s
dim V+wW Non lo so W &)a
dim V+wW Non lo so W 1
Figura 5.1-27

La domanda fa riferimento:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-6, Figura 4.2-8, Figura 4.2-15)
2. applicazione in nuova situazione; valutazione
3. pensiero e ragionamento
4. dimensione della somma e dell’intersezione di due sottospazi vettoriali

S W-LZ2-TZ2-3 (Domanda a scelta multipla)

In uno spazio vettoriale W siano B = (v, , vyl ed B' = (v,’', v;') basi taleche w,;' = v, + 2w, e wv;' = w; + Swv,

Se il wettore u ha componenti (-1, 1) rispetto a B allora le sue componenti rispetto a B' sono:
G. -
4.3
7. 1D
- 9.4
-4. -3>

altro

Figura 5.1-28

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-31, Figura 4.2-33 € Figura 4.2-35)
2. valutazione
3. formulazione e risoluzione di problemi
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4. componenti di un vettore dato, rispetto a una base non canonica

S_E-L1-TR-2Z2 (Domanda a risposta multipla)
Siano dati due basi dello spazio vettoriale Wv: B = (bl_, b2, bBJ e B = (bl_', b2', b3'j dowe B' & ortonormale.
Sia dato pure un wvettore u = (ul, Uo, u3) da v

Individuate le risposte giuste.

dalla base B si pud tirare fuoori una base ortonormale ma non & I'unica
la base B & ortonormale perche & una base

la base B' & una base

la inearita dei vettori sulla base ortonormale si mantenga

le componenti del vettore u rispetto alla base B e B' sono ghi stessi
= () = (ua - bl': u - bz': u - bs')

i componenti di un vettore in una qualsiasi base non sono wndici

CB(LI) = (hl= h2: h3) tale che u = hlu1 -+ h21_12 -+ }131_13

Figura 5.1-29
La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 ( Figura 4.2-31, Figura 4.2-33
e Figura 4.2-35)
2. giustificazione, ragionamento e interpretazione
3. argomentazioni
4. linguaggio semplice
5. larisposta 1 mette in gioco la teorema Gram-Schmidt
6. le risposte 2 e 3 fanno riferimento alle differenze tra una base qualsiasi con una base

ortonormale

7. lerisposte 5 e 7 mettono in gioco le differenze tra le componenti di un vettore rispetto a base
0 una base ortonormale

S_E-L1-TR-1 (Domanda a scelta multipla)

Siano dati i vettoriu = (1, 2, 1) & v = (2, 0, -2 ); Per quale dei sequenti vettori w l'insieme {u, v, w} forma una base ortogonale di RZ

(6.-5.9)
(-11.0.3)
(0.-13.0)
(7.7.7)
(1.-1. 1)
altro

Figura 5.1-30
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S_E-L1-T2-3 (Domanda a scelta multipla)

Per quale wvalore di w i vettori (2, 5, w + 2, 3) e (<4, w, -3, w) sono ortogonali?

-11
—0_8
-4/10
_1/5

altro

Figura 5.1-31

Le domande fanno riferimento a:
1. errori tipo E3 (Figura 4.2-18, Figura 4.2-36)
2. valutazione
3. formulazione e risoluzione dei problemi
4. base ortogonale e vettori ortogonali
S_E-L1-T2-1 (Domanda a risposta multipla)
In un spazio euclideo sia dato il seguente prodotto scalare:
uew = (U, Ug, Ug) - (g, Vo, wg) = UyVy + 2usvs, + Bugvg dove u = (1, 0, -1) e v = (-1, 3, -4)

Individuare le risposte giuste.

iwvettori u e v si dicono ortogonali se u-v =0

il vettore nullo non & ortogonale a tuth vettori

se v, ... Vi sono vettori non nulli in B3 a due a due ortogonali allora v, ... vi_ sono vettori linearmente dipendenti
un insieme & ortogonale se gl elementi sono due a due ortogonali

un vettore u & normale se u| =0

un insieme & ortonormale se & ortogonale con elementi normali

usv =3

uww =11
Figura 5.1-32

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E1 (Figura 4.3-2) E3 (Figura 4.2-17 e Figura 4.2-32)

2. riconoscimento della situazione; giustificazione e interpretazione

3. argomentazioni

4. lo scopo e di capire quando un insieme & ortogonale e ortonormale

5. le risposte 7 e 8 che mettono in gioco la differenza tra un prodotto scalare dato e quello

canonico
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In R? con la struttura di spazio euclidec definita dal seguente prodotto scalare:
h-g = (ha, hz, hz) (91, 9z, 9z) = h1g1 + 2hzg2 + 2hzgz si consideri I'insieme G = {(1, 0, -1), (2, -1, 1), (2, 1, 0)}
e un vettore u = (2, 0, 1)

Allora & vero che:

G non ¢ una base di R*
G & un insieme ortogonale

una base ortonormale B a partire da G &: {(1/3.-1, -1/3), (2, -1/8, 1/8), ( 1/6, 6/4, 1/12)}

{(1/ \/3_,0,—?/ _\/3_)J{2/ -\’(3__—1/ —\f'cf_,.?f \/3_).(1/ _\jd_ _\[ﬁ_,“f, N'?uz) }

& una base ortonormale B a partire da G

le componenti del vettore u rispetto alla base ortogonale B a partire da G sono: Cg (2, 0, -1) =( 4/3, 2/13,3/7)

(47 N3 2/ -\/c?_ -\/d_fo’)

le componenti del vettore u rispetto alla base ortogonale B a partire da G sono: Cg (2, 0, -1) =
Figura 5.1-33

La domanda fa riferimenti a:
1. errori di tipo E3 ( Figura 4.2-31, Figura
4.2-32)
2. applicazione in nuova situazione
3. pensiero e ragionamento
4. base, base ortonormale, e le componenti del vettore dato u rispetto a queste basi

Omomorfismi

O-L1-T3-1 {Domanda a risposta multipla)
Sia dato la seguente applicazione f : W — W' dowe W e W' da R

Indiwviduare le risposte giuste.

v e FrE o=

FnE = rE

e e e e { v E S Te e S v = ) }
Fap = @

s =, hnph = ed

sa2 &= M hnmF = down (05

Figura 5.1-34

La domanda fa riferimento a:

1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-49)
2. riconoscimento della situazione; giustificazione, ragionamento e interpretazione
3. argomentazioni; comunicazione
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O-L1-T2-2 (Domanda a risposta multiplal

Sia date un applicazicons f tale che:

allora:

=
il domdinio di £ & - R~

il codominio Efe —  R3

f & definita da- RF — R2Z

SRR EA NN

f & suriettivo
f & indettinyo

Figura 5.1-35

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-67, Figura 4.2-68)
2. giustificazione, ragionamento, dimostrazione e interpretazione
3. argomentazione; formulazione e risoluzine del problema

S-LZ-TZ-a (Domanda a risposta multiplal

Siano date le applicazioni lineari rappresentate dalle seguente matrici. GQuali di lore sono iniettive?
i =
5 =
. =
i =

1
a b
oo
|
Wb
||

boyon by

1
oy
b}
=
|
O
[ I—

=y e For
Figura 5.1-36

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-40, Figura 4.2-41)

2. giustificazione, ragionamento e interpretazione
3. formulazione e risoluzine del problema
4. trovare quando I’applicazione ¢ iniettiva sapendo la matrice rappresentativa

O-L2-T2-1 (Domanda a scelta multiplal

Sia A una matrice di tipo 4x6 di rango 3 e sia f omomorfismo rappresentato di A rispetto a due basi di due spa=z=i

wettoriali allora la dim ker F &:

h bW

[0}

nessuma delle alire risposte € miasta

Figura 5.1-37

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-68)
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N

valutazione
formulazione e risoluzione del problema
calcolare dim ker f quando sappiamo la matrice rappresentativa di f

LN

O-L1-TR-7 (Domanda a scelta multipla)

Sia f un endomorfismo di RZ tale che
fix v.2Z) =(x+ v +22, x + 3y, x + =)

Quale dei sequenti vettori & f ~1 (1, 2, 3)?

(27/4. -3/4, -5/4)
(1744, -3/4, -1/4)
(1744, -3/4, -5/4)
(17/4, 9/4, _5/4)

altro

Figura 5.1-38

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-49)
2. valutazione
3. formulazione e risoluzione del problema
4. controimmagine di un vettore

O-L1-TR-6 (Domanda a scelta multipla) Dato 'endomorfismo f : R* — R? dove

Quale & il nucleo del omomorfismo f tale che:
fI(x vy, 2, t)] = (0, %, y, 2) allora & vero che:
Flx, v, 2) = (3x + 2y - 2, x - 3y + 2, 8x - 2y)

(11,2.11) O dimkerf=2edimImf=2

(1.4,11) O

(0, 0. 0) O dim(herfinlmf)=1, dim(kerf +nf)=3

(4.7.11) © dim ker =1 e dim Im f=3

(4.1.11) O

altro O dimfkerfnmf)=2, dimfhkerf+mjf)=2
Figura 5.1-39 Figura 5.1-40

La prima domanda fa riferimento a:
1. errori tipo E3 (Figura 4.2-47, Figura 4.2-50)

2. valutazione
3. formulazione e risoluzione del problema
4. il nucleo del omomorfimo dato

La seconda domanda fa riferimento a:
1. errori tipo E3 (Figura 4.2-37, Figura 4.2-48)

valutazione

formulazione e risoluzione del problema; ragionamento e pensiero
risposte 1 e 3 dim ker fe dim Im f

risposte 2 e 4 dimensione della somma e intersezione di ker fe Im f

ok wnN

Una domanda del tipo b):
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O-L3-T1-3 (Domanda a risposta multipla)

Sia f : Vv — WV un endomorfismo e ({ vai , vz ) una base di WV allora:

seg: W — W é&un endomorfismo taleche g(vi )=f(vi)eg(va)=f(vz)alloraf=g
se {f(v1).f(v2) } & una base di WV allora f & l'applicazione identica

ff(v1).£(v2) ¥ & un sistema di generatori di Im f

fv1) ed f(wvz) sono linearmente indipendenti

se { f(vi1).f(v2) } & una base di V allora f & isomorfistmo in se stesso( V. — WV )

Figura 5.1-41

La domanda fa riferimento a:
1. implicazione, fare ipotezzi, confrontazione, trovare la soluzione

2. pensiero e ragionamento
3. uso del linguaggio simbolico, formale e tecnico e delle operazioni
4. base di un endomorfismo dato

Diagonalizzazione
D-L1-T2-3 (Domanda a scelta multipla)
Una matrice A M (KD & diagonalizzabile:

se A & diagonale
se A & simmetrica

se A & guadrata

se det A = O

se A & simile ad una matrice diagonale

se esiste una matrice P = ML (K} invertibile tale che PlAP — D dove D & simile a A

nessuna delle alire risposte & ginsta

Figura 5.1-42

La domanda fa riferimento a:
1. errori tipo E3 (Figura 4.2-59 e Figura 4.2-65)

2. giustificazione, dimostrazioni e interpretazione
3. argomentazioni

4. una domanda del tipo: ‘quando succede cosi?’
5. matrice diagonalizzabile

D-L1-TR-6 (Domanda a risposta multipla)

1l polinomic a coefficienti reali t© + 11 non pud essere il polinemic caratteristice di una matrice:

reale di ordine 3
reale di ordine 2
simmetrica di ordine 3

simmetrica di ordine 2
Figura 5.1-43

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-72)

2. giustificazione, ragionamento e interpretazione
3. argomentazioni

122

OO0C0Q0O0



4. una domanda del tipo ‘quando non puo essere cosi?’

5. il legame tra I’ordine della matrice e il polinomio caratteristico
D-L1-T1-3 {Domanda a risposta multipla)
Siano dati I'equazioni: (1) x> + 3% + x -2 = o, (2) zZ -2z-1=0e (3] zZ -z -1

Individuare |le risposte giuste.

senza risobvere dico che (1) ha tre radici reali

nel (1) faccio questa sostituzione x = z - t dove t = (coefficiente presso xz’).-"3 allora x* non si elimina
sostituendo in (1) x = z - 1 l'equazione si trasforma in forma ridotta che & la (2)

per trovare le radice del (2) si usa solo il metodo Radfim

usando il metodo Paffini sul (27 1 divisori del termo libero (- 1) sono = 1 allora vedo che +1 & radice del (2)
x = -1 & la radice del (2}

x =2 & la radice del (1)

(2) divide z + 1

se la (3) lo moltiplico per (z + 1) mi viene la (2)

la (3} ha tre radici

la (3) ha questi due radici

FF+ NI Jsz.0F- NI sz

le radici del (1)) sono le seguenti

fF-2.¢-1+ VS S22, - T - LU I

Figura 5.1-44

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-64)

2. conoscenza oggettiva; riconoscimento della situazione;
3. argomentazioni; formulazione e risoluzione di problemi

D-L1-TR-4 (Domanda a scelta multipla)

5i dica quale fra le =seguenti coppie sono autovettori della matrice

altro

Figura 5.1-45

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-73, Figura 4.2-74)

2. valutazione
3. formulazione e risoluzione di problemi
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4, calcolare ’autovettore di una matrice

D-L1-T3-2 (Domanda a scelta multipla)

5 0 7
Sia A= 0 -6 0
-0 5

Quale dei seguenti insiemi & una base dell'autospazio associato all'autovalore 67

{(1.0.1). (0. 1, 0)}
{(1,0.1)}

{(0.1,0). (-1,0, 1}

{(0. 1. 03}

{(1.0.1). (0, 1,0). (-1, 0. 1}

altro

Figura 5.1-46

La domanda fa riferimento a:

errori di tipo E3 (Figura 4.2-54, Figura 4.2-63, Figura 4.2-61)
giustificazione e interpretazione

pensiero e ragionamento

I’autospazio associato a un autovalore

P owpnhRE

O-L1-T3-3 (Domanda a rispasta multipla)

=

(= =
Sia & Mgg(R) la matrice in cui gli elementi a ; jcen i j =onoc uguali a 88 e gli altri =ono nulli allora A:
(i.i)

ha esattamente 88 antowvalori dove 44 sono numeri reali e 44 sono numeri complessi con parte immaginaria non nulla
p= 88 & autovalore della A con molteplicita 88

ha esattamente 88 autovalori reali

ha esattamento un autovalore complesso con parte immaginaria nulla

non ha autovalori reali

ha esattamente due autovalori reali distinti

Figura 5.1-47

La domanda fa riferimento a:

errori di tipo E3 (Figura 4.2-71)

giustificazione, ragionamento e interpretazione

argomentazione

numero dei autovalori di una matrice triangolare inferiore e la loro molteplicita

o RE
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OD-L=-T1-2 {Domanda a risposta multiplal

In uno spazio wettoriale Ww di dimensione 4 sia S un endomorfismo.
= & diagonaliz=zabile =a=-
in % ci sono 4 autovettori di G inearmente indipendenti
m % ci sono 2 antowvettori di G inearmente mdipendente
la somma delle molteplicita geometriche degli auntovalori di G wvale 4
fissate basi per ogniimo degli auntospazi di & allora la loro unione & formata da 3 elementi

G ammette esattamente <4 antowvalori distinti tutti di molteplicita algebrica 1

fissate basi per ogniuno degli autospazi di (G allora la loro unione & formata da 4 elementi
Figura 5.1-48

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-57, Figura 4.2-60, Figura 4.2-63 € Figura 4.2-71)

giustificazione, dimostrazione e interpretazione

competenze relative a pensiero e ragionamento

una domanda del tipo ‘quando € cosi ... ?’

diagonalizzazione di un endomorfismo quando si sa la dimensione del spazio vettoriale

abrw

OD-L2-T=Z-4 ({Domanda a risposta multipla)

=
Se una matrice A r\-1n(R_j ha autowvalori complessi a parte imMmmmMmaginaria non nulla allora:

il polnomio caratteristico di A ha grado = n

A non e diagonalizzabile per simibitundine (come matrice reale)

il polnomio caratteristico di A ha grado << n

A ha almeno un elemento complesso a parte mnmaginaria non nulla

A mnon & simmetrica
Figura 5.1-49

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-53 e Figura 4.2-72)

2. giustificazione, ragionamento e interpretazione
3. argomentazioni
4. una matrice con autovalori complessi

D-L2-T3-3 (Domanda a risposta multipla)l

4 & radice di molteplicita 2 del polinomio p{x) se e solo se:

pi(z) = 1loglx) per un opporiuno polinomio gix) che non ammette 4 come radice

P{8) =0

PG = (x - 4)q(x) per un opportuno polinomio q(x) che ammette 4 come radice semplice
(=) = (= — 4)*(:1(:!{.) per un opportuno polinomio () che non ammette 4 come radice
(16 =0

() = dgix) per un opportino polinomio gix) che ammette 4 come radice semplice
Figura 5.1-50

La domanda fa riferimento a:
1. erroridi tipo E3 (Figura 4.2-63)

giustificazione e interpretazione
argomentazioni

valore della doppia implicazione ‘se e solo se’
la molteplicita di una radice di un polinomio

ok ownN
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C-L2-T=-2 (Domanda a scelta multipla)

FPud awvere il polinomio caratteristico di una Mmatrice A rM_(R) il grado = n?

S5i. se stiamo su O

Si. serk A =n

Si. solo se A non & diagonalizzabile

INo,. mai

Si_ in tal caso O & un auntovalore

Si. solo se sulla diagonale principale di A ce almeno un elemento uguale a zero

INessuna delle altre risposte & adeguata

Figura 5.1-51

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-72)

2. giustificazione, ragionamento e interpretazione
3. argomentazioni
4. il legame tra I’ordine della matrice e il grado del suo polinomo caratteristico

D-L2-T2-1 (Domanda a risposta multipla)

Siano date 'equazioni del primo, secondo, terzo e quarto grado e anché il sistema.

1) %2 = 0

2) 2% =0
3) == 2w =0
4) (x - 31 (1 -x) =0

S)x-1)(1 -x)x=0

xx-3)=0

cfx-3)1=0
5)

FIx -2 (2 -2) =0

Indicate le risposte giuste.

x = 0 & l'unica radice di (1) con molteplicita di x uno

x = 0 & la radice di (2) con molteplicita di x uno

x = 0 & radice di (3} con molteplicita di x due

x= 0 & la radice di (3) con molteplicita di x tre

x = 1 & la radice di (4) con molteplicita di x uno

(53 ha due radici x=1 con moltiplicita di x uno e x = 0 con molteplicita di x uno
il sistema (6} non ha nessun solhizione

(7) ha x=2 radice con molteplicita di x quatro
Figura 5.1-52

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-55 € Figura 4.2-63)

2. conoscenza oggettiva; comprensione, riconoscimento della situazione
3. argomentazioni
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D-L2-T2-2 (Domanda a risposta multipla)

Dato la matrice

coll o

gl autovalori della A sono:

¢ V2 |- V2 O

gli autovalori della A non sono finiti

allora & verc che:

gli autovalori della A superano l'ordine della matrice

C1, 2) € N'matovettore della A

7. 2 2

€ autovettore della A

u = (x. ¥) € autovettore della A ¢ sono infiniti ¢ della forma

la matrice P che diagonalizza A é:

B
n ¢ V2 )= m C- Viz =

oy

»n ¢ N2 D=2-yca- N2 r)=17

I
|
.

m - Vo2 =2-rk (A + V2 1
C 2 C P

=4
A é diagonalizzabile

A é diagonalizzabile ortogonalmente
Figura 5.1-53

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-57, Figura 4.2-60, Figura 4.2-63, Figura 4.2-61 € Figura 4.2-72)

2. applicazione in nuova situazione; giustificazione e interpretazione
3. pensiero e ragionamento
4. autovalori, autovettori, matrice diagonalizzabile e diagonalizzabile ortogonalmente

Una domanda del tipo b):

D-L3-T1-3 (Domanda a scelta multipla)

Dato un sottospazio

WQU,W:E{O }JW=EUef:U—>U

I'applicazione che ad un vettore v assoica la sua proiezione ortogonale f ( v )

su W allora:

ne 0 ne 1 sono autovalori di f O
0 & un autovalore di f mentre 1 non lo & (@)
0 e 1 sono autovalori di £ O
1 & autovalore di f mentre O non lo & (@]

)
U/

nessuno dei precedenti
Figura 5.1-54

La domanda fa riferimento a:
1. implicazione, confrontare e trovare la soluzione
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2. pensiero e ragionamento
3. uso del linguaggio simbolico, formale e tecnico e delle operazioni

Geometria 2D

G_2D-L1-T1l-4 (Dromanda a scelta multipla)
Quale & il coseno dell'angolo tra | vettori (0, -6, 8) e (1, 1, 1)7

Figura 5.1-55

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E1 e E3 (Figura 4.2-92 e Figura 4.2-97)

2. valutazione
3. formulazione e risoluzione di problemi

4. angolo tra vettori

Data la sequente conica: 3xZ - 4xy + v= + Bx - 6v +3 = 0 la matrice associato alla conica &:

3 -4 4
-4 i -3
4 -3 3
-
3 -2 4
-2 7
4 3 3
“
~
) -2 4
-2 7 -3
4 -3 3
“
~
A A
r ok A= coefii di x°2 fcoefyi dixp ) /2 eh= (coefyt dix ) /2
A (coeffi. dixp ) /2  coeffi .diy2 (coefft. diy ) /2
~ dove

k & termine noto della equazione della conica

Figura 5.1-56

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-82)
2. comprensione della situazione

3. argomentazioni
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4. matrice associata alla conica ed equazione data in forma matriciale

G_2D-L2-T2-4 (Domanda a risposta multipla) G_2D-L3-T1-3 (Domanda a risposta multipla)
Cosa rappresentanc in piano I'equazioni seguenti: Sia data la conica H: x2 + hyz = h per h reale.
(@)yZ =0 Cosa rappresenta la conica H al variare di h?

(B) »= - vZ =0
= - per h < 0 é iperbole
c) + v +1 =0
per h < O & una conica degenere

(a) rette parallele immaginarie coningate = per h > 0 & una conica non degenere
(a) un punto immaginario = per h > O non é un ellisse
(a) una parabola verso il basso = per h> 0 & un ellisse i - io
(a) rette parallele reali coincidenti =1 > =
per nessun valore di h da R H & una parabola
(b) solo il punto {0, 0) =1
per h = 0 & una conica non degenere
(b} & un insieme vooto in r2 =
per h = O sono rette parallele reali coincidenti
(b)) rette reale mcidenti =
N . >
(c) &un ellisse reale = perh = O & una conica non degenere
(c) & un ellisse immaginario =]
-
(c) & una conica degenere = perh = O & una conica degenere
Figura 5.1-57 Figura 5.1-58

Le due domande fanno riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-80, Figura 4.2-83, Figura 4.2-100)
2. comprensione, riconoscimento della formula e situazione
3. argomentazioni
4. classificazione delle coniche

G_2D-L1-TR-5 (Domanda a risposta multipla)

Data la seguente conica & in forma ax= + bv2 + cxy + ey + f = 0 dove A’ & |la matrice associato alla conica; A & la matrice della forma guadratica. Allora & vero

che:

se questa conica lo porto in forma canonica i termini misti (xy) rimangano

se la conica & degenere allora perde le sua fattezze curvilinie

la rotazione dal punto di vista algebrico che porta B in forma canonica corrisponde alla diagonalizzazione della matrice A

la traslazione dal punto di vista algebrico che porta B in forma canonica corrisponde al complemento dei quadrati che fa scomparire i termini lineari
la conica B & sempre una curva

l'equazione di B si pud scrivere in forma: (x v DA (xv 1)

I'equazione della forma quadratica di § &: Fq B VARE }’)T
Figura 5.1-59

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 ( Figura 4.2-88)
2. comprensione della situazione
3. argomentazione
4. forma canonica, conica degenere, rotazione, traslazione e forma quadratica
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G_2D-L1-TR-6 (Domanda a risposta multipla)

In uno spazio Euclideo rispetto ad un riferimento cartesiano quali delle seguenti equazioni rappresentano rette aventi il vettore direzionale (2, -1, -1):
Iz -wv-z=10
x=-2r+5

z=y-17

x-p+3E=7

x+p+z=10

|
|
{ mepez=s
|

-x+3p+=z=10

x=1t+2
rF=1t-1

z=t-7

r=4+ 7
F=-2t+ 17
Z=-2+7F

Figura 5.1-60

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-90)

2. giustificazione e ragionamento
3. argomentazione; rappresentazione
4. vettore direzionale di una retta rappresentata in forma cartesiana e parametrica

S_Z2D-LZ2-T3-4 {Domanda a scelta multipla)l

Dato la conica seguente
Wir: P - Daoy - Dym - By = -2

La riduzione di W in forma canonica &:

x _ Fe oz - 27 WF -
F Fooo 2 Fooo o2 »r
FxT 4 ys - 2x 2w = -2
N =x - Fs3 2
F=y-rs Wz
o2 +3¥W2 =_- 4
altro

Figura 5.1-61

La domanda fa riferimento a:
1. erroridi tipo E3 (Figura 4.2-78, Figura 4.2-84, Figura 4.2-85 e Figura 4.2-86)
2. implicazione fare ipotizzi, confrontazioni e trovare la schema della soluzione
3. competenze relative a pensiero e ragionamento
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G_2D-1L2-T2-2 (Domanda a risposta multipla)

Cosa rappresenta la seguente conica b : X% + y2 + x + y + 2 = 0?

un ellisse

una parabola

un iperbolo

rette parallele
una circonferenza

un ellisse immaginario

Oo0o00O00ao

una circonferenza immaginaria
Figura 5.1-62

La domanda fa riferimento a:
1. errori tipo E3 (Figura 4.2-81)

2. comprensiong, riconoscimento della formula e situazione
3. formulazione e risoluzione di problemi
4. classificazione delle coniche

Due domande del tipo b):

G_2D-L2-T1-2 (Domanda a risposta multipla)

L'equazione (a1 + az K) x + (b1 + bz k) v + (c1 + cz k) = 0 dove k € un parametro reale rappresenta:
un fascio improprio di rette se a = b> =0 e c2 * o J
sempre un intero fascio di rette proprio oppure improprio ]
un fascio proprio di rette se a1 . az . b1 . bz sono diversi da O ]
un fascio proprio di rette (]
un fascio improprio di rette 1
una retta nel piano se a>» = b =¢c> =0 1

G_2D-L3-T1-2 (Domanda a risposta multipla)

Quali delle seguenti equazioni rappresentano circonferenze (di raggio positive) in un piano rispetto ad un riferimento cartesiano?

X2+y2-2x+120 d
X2+y2-2x:O O
Xyl +2xy +1=0 O
A+ @y +1)Y¥-3=0 [
xX-y-2x-6y+9=0 [

Figura 5.1-63

Queste domande fanno riferimento a:
1. giustificazione, ragionamento e interpretazione

2. argomentazione; formulazione e risoluzione di problemi

Geometria 3D
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G_3D-L1-T3-3 (Domanda a risposta multipla)

In R= sianc dati i piani
h : =+ 11z = 19
g : v + 11z = 19

Allora & vero che:

h & ortogonale al piano vz
h & ortogonale all'asse =z

h & ortogonale all'asse x

h & ortogonale al piano xz
g & ortogonale al piano xz
g & ortogonale all'asse x

g & ortogonale al piano vz

g & ortogonale all'asse =z
Figura 5.1-64

Le due domande fanno riferimento a:

G_3D0-L1-T3-2 (Domanda a scelta multipla)

1| sottospazio di r3 che rispetto ad un riferimento cartesiano ha eguazioni

r=I7T+1+2m
=-1l+m
z=173

con |, m da R rappresenta:

un piano parallela all'asse z
un piano parallela al piano xy
una retta parallela all' asse z
una retta parallela al piano xv

nessuna delle altre risposte & adeguata

Figura 5.1-65

1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-93 e Figura 4.2-94)

applicazione in nuova situazione

2.
3. argomentazioni
4. linguaggio semplice

G_3D-L1-T2-4 (Domanda a risposta multipla)

In uno spazio Euclideo di dimensione 3 rispetto ad un riferimento cartesiano. Sia r la retta di equazioni

x =1
¥ p=-13 tER
z =3t

che &:

parallela al piano xy
ortogonale al piano xy
ortogonale al piano yz
parallela all'asse z
parallela all'asse x

ortogonale all'asse z

Figura 5.1-66

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-93)
2. applicazione in nuova situazione
3. argomentazioni
4. linguaggio semplice
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Seae aes

» =7
4= 7 =0

iste una rappresentazione parametrica della retta r tale che il punto B (-3, 1, <)

si otenga per il valore del parametre t = 2 &:

{

w = Zr
» = 7r
== F - 2

x = F - 2r
» =7

= = 2t

x = F - 2r

» =7

non esiste la retta chiesta

Figura 5.1-67

La domanda fa riferimento a:

1.
2.
3.
4.

1

£
£

I

=ha . — cder " (=5
=) = - 7 =) = = =)
- F I - 7 - 7 -7 r

errori di tipo E3 (Figura 4.2-91)

comprensione della situazione

argomentazioni

equazione parametriche di una retta nello spazio che passa per un punto

Zx + F= -F = &

- -= +7F = -4
il wettore direzionale della retta &:

et = - L - der = -4 . der Z = 7

et = o . cder o F L et = = 7
~F o a -7 - F -7

ot a7 L dder = = . et = 2 7
a -7 i - ~F o

Figura 5.1-68

La domanda fa riferimento a:

1.

ok~ wn

errori di tipo E3 (Figura 4.2-90)

applicazioni di procedure e algoritmi

formulazione e risoluzione di problemi

vettore direzionale di una retta nello spazio rappresentata in forma cartesiana
vettore messo in termini di determinanti e non dei suoi valori
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G_3D-L1-T3-5 (Domanda a risposta multipla)

In uno spazico Euclideo di dimensione 3 rispetto ad un riferimento cartesiano, il sottospazio di equazione y = 13x &:

un piano contenente l'asse z (|
una retta ortogonale al piano Xy (|
una retta parallela all'asse z ™
non esiste perche manca la coordinata z []
un piano ortogonale al piano xy [
una retta passante per l'origine [
Figura 5.1-69

La domanda fa rifermento a:
1. errori tipo E3 (Figura 4.2-95)

2. applicazione in nuova situazione
3. argomentazioni

Due domande del tipo b):

G_3D-L2-T1-1 (Domanda a scelta multipla)

Siano date le due rette Siano datiidue piani b : x=11 e B :

G_3D-L2-T2-2 (Domanda a scelta multipla)

z = 12 allora:

Individuate la risposta giusta.

)
L

sono parallele al pianoB:x+y+z=0

)]
J

sono sghembe e hanno distanza 3

C

®)
(-

hanno gli stessi vettori direzionali

e
o

si intersecano in un punto del piano y=1

(@]
U

non si intersecano mai

N

nessuna delle altre risposte & giusta O s1 tagliano in una ratte con vettore direzionale ( 11, 12, 13)

Figura 5.1-70

Le domande fanno riferimento:
1. applicazione in nuove situazione

2. pensiero e ragionamento
3. posizione reciproca di rette e piani
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x=10
z=1]i2

=170t
y=13
z=J2t

contengono entrambi la rette

contengono entranbi la retta

tER

Figura 5.1-71

egiste una retta parallela a B e perpendicolare ed b



In RZ con la struttura di spazio euclideo definita dal seguente prodotto scalare

uesv=(uy, Uus,uUz) - (v, vo, v3) = u;v, + 2u,v, + 3uzv, Si consideri I'insieme:

S={a,b,cdovea=(1,-1,2); b=(-1,3,1)ec=(-2,1, -1)

Individuare le risposte giuste.

a-b=-2:b-c=4ea-c=-5
a-b=-1:b-c=5Sea-c=-10
a-b=(7,-3.2)
a-b=(7.-6,6)
axb=(7.-3.2)

bxc=5

ax(bxc)=(8,-29, -11)
ax(bxc)=(C1,-13_-7)

Figura 5.1-72

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-23, Figura 4.2-34)

applicazioni di procedure e algoritmi; riconoscimento della formula e situazione

2.
3. argomentazioni; formulazione e risoluzione di problemi
4. differenza tra prodotto scalare e vettoriale

Siano dati le rette

i piani

- x+dfp+oz+8=0 a o r, 5 ER

Segrno o= ¥y 5, G=ry ~ I v =y ~¥ | p=s5 "I, w =

allora:
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a=arceos N 0/ 1 p=accos (75 N8 Y53
a=avecos W II/6 p=arccos{ N3 /7
a=aresen N 6717 p=acsen (75 N4 53 0)

a=a/4 w=aresen (-RSF0 V3

passal (=257 Y ] w=arcos(-3 N3 /10)

BS=arccos (-2/57 N 383 ) w=m/¥

SG=arcsen -7/ 583 ) & =arceos [ (-1 _\J{z_)fj 537
y=arcoos 2411 8=aresen (-22/5 N 106 )
¥ = aresen | - 2715 ) &= roeos 12413
v=n/7 £ =1
Figura 5.1-73

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-92)

2. valutazione
3. formulazione e risoluzione di problemi
4. angolo tra rette, piani, retta ed piano nello spazio, dati in forma cartesiana o parametrica

Una domanda del tipo b):

G_3D-L1-TR_2-5 (Domanda a scelta multipla)

Datocunpunto P (2, -3,1) elaretta

x=-F+2t -4

y=r6-11t+13s P SER

z=71+7t-5s

non esiste il piano chiesto

altro
Figura 5.1-74
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La domanda fa riferimento a:
1. implicazione fare ipotizzi confrontazione trovare la schema della soluzione
2. competenze relative a pensiero e ragionamento
3. passaggio di un piano per un punto ed ortogonale a una retta

S_3D-L1-TR_3-3 {(Domanda a corrispondenza)l
»x =-1in{R, R~2 , 6 R"™~3 ) rappresenta un ...

Punteggio minimo
Punteggio massimo

Punti per corrispondenza mancante

|
HFEFOWOo

Punti per corrispondenza esatta
Punti per corrispondenza errata

Elementi da associare

|x=—1inR ||NDnIDSD v| @
|x = -1 in R™2 | | Mon lo so - | una conica
|x=—1ir1 3 |[b un pianoc
un punto
Mon lo so e

Figura 5.1-75

La domanda fa riferimento a:
1. errori di tipo E3 (Figura 4.2-94)
2. riconoscimento della situazione
3. argomentazioni

Diverse domande del tipo b):

S_3D-L3-T2-5 (Domanda a risposta multipla)

x=-J7-2
- x+p-=z-F=0
¥ 5 P=2 45 rER 2 = :

x-p-=z+ I =0
=z = Fr
Siano dato le due rette

Se & possibile il piano contenente r e s &:
x=-3-7¢t-=5
r=F+t-=5 B, 8 S =
=z =d + F¢
3N -3y +22+9 =0 =
3x =3y =2+ 9 =1
-3x+3v-2z+9=0 =1

x=-F-t
P44t r e R =
=z =4 + 3¢
Figura 5.1-76

Il piano contenente a due rette, una rappresentata in forma parametrica e ’altra in forma cartesiana.
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G_3D-L3-T2-4 (Domanda a risposta multipla)

Siano dato il piano e la retta

x=2-F+s5
ir —— ., s ER = -y +=z=JiF
P=F+1r-=

x +p = JF9
= =-3F + 2t

rr
Se esiste un pianc che passa per la retta r ed ortogonale al pianc

x-yv+2z-41=0
xn=v=2z -41
2x - 2y + 4z - 82 =0

Zx - v+ 2=z - 39 =0

x=F-2+ 55

F+ 5t -2 t.s &R

F
=

=-3F + 2t-=

Figura 5.1-77

Il piano che passa per una retta e ortogonale a un piano.

G_3D-L3-T2-1 {Domanda a scelta multiplal

Siano dati il punto P(1, 4, 1) e la retta e il piano seguente

» : x+z =7 = Ir Do x-dp +z =0
»r =3

L'equa=zioni parametriche della retta = passante per il punto P incidente a r e parallela al piano sono:
x-pH+=z+ 2 =0
x-Fp +=z+ FE =0

x = F + 3t

y =4 e R

z = 7F- 3t

x = F + 3t

y=4 s .5 EXR
=z = F -3t

non esiste

nessuna delle altre risposte & wvera

Figura 5.1-78

L’equazione parametrica di una retta, passante per un punto, incidente a un‘altra retta e parallelo a
un piano.
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S_3D-L3-T2-2 (Domanda a risposta multipla)

Siano dati il piano v : x - v + = = 0 e la retta
= - » =x + F
=z =x + 2
e il punto A = { 1, O, 1 )

Quali delle seguenti rette & parallela a 4 ortogonale ad r & passa per il punto &c:

x=F +

p=o = R

=z =-F -z

x4+ 2y 4=z =2

x 4+ = F

»r=a

x -z =2

»o=d

x +=z =2

Figura 5.1-79

Retta parallela a un piano e ortogonale a un‘altra retta che passa per un punto.

S_3D-L3-T1-3 (Cromanda a scelta multipla)l

Siano dati le rette

x = F -z
r = = s - Zx-—p +=z- F =2

= -

ry =3 + 2

X+ =+ =0

=z =-2 +

Se & possibile trowvare I'equazione della retta passando per il punto P (1, -1, 3] incidente a r ed ortogonale a =7
xr=4a- 3¢
T = =
= - & + 57

=z = Fr-2r

x-F + oz = I3
Fx + Fp - FFfz = - FF
T = -ww= - 5=-7

-2 - w+ 3z -8=0

Fx o4+ 5= =0
— 2w +F=z & =0
non & possibile trovare I'equarz-ione della retta

nessuna delle altre risposte & wvera

Figura 5.1-80

Retta che passa per un punto incidente a unaltra retta e ortogonale a un'altra retta.

Le ultime domande del tipo b) si riferiscono a:
» domande che non siamo partiti dagli errori
» implicazione fare ipotizzi confrontazione trovare la schema della soluzione

» competenze relative a pensiero e ragionamento
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5.2 Metodologia

La metodologia costruttivista usata prevede non solo singole attivita, ma si basa soprattutto sul fatto
che tali attivita sono simultaneamente presenti (nella stessa domanda, e nel blocco delle domande) e
dalle scelte possibili delle loro mutue relazioni, sia nella fase di progettazione sia in quella di
gestione dello stesse.
Le attivita si concretizzano in corsi predefiniti dal docente, elaborati secondo gli standard della
piattaforma IWT". | corsi sono di grana differente, in corrispondenza di due fasi, che, a discrezione,
possono essere usate in ordine di complessita crescente:

e Fase Micro, minicorsi con test per argomento, guidato con attivita opzionale;

e Fase Macro, corso completo che puo essere fruito tanto in versione guidata, con percorsi a

pil vie in alternativa, sia in versione a scelta dallo studente con percorsi non sequenziali.

Nella fase micro i minicorsi sono organizzati secondo una struttura a piu livelli, come illustrato

nella figura seguente:
Fallito Fallita

mEEm

SUCCETEE

Fallito

B-zi B.22 | =

SUROTEE50

Fallite
.
o

Figura 5.2-1

Per ogni argomento, abbiamo distinto due o tre livelli di difficolta, in ordine crescente. | parametri
che hanno portato alla definizione del livello di difficolta sono stati scelti in base alla tipologia di
errore, alla presenza contemporanea di piu tipologie, all’uso della componente linguistica (sia in
termini di verbale, simbolica, mista, sia in termini di registro — da colloquiale ad evoluto), alla
natura degli stessi concetti coinvolti, al numero dei concetti trattati.
Il primo livello é diviso in due gruppi di attivita (cfr. Figura 5.2-1):

» Una parte obbligatoria, costituita dai primi tre blocchi, B.11; B.12; B.13;

» Una parte opzionale, costituita da test come attivita di recupero e test di comprensione (R1 e

TC/1).

! http://www.momanet.it/index.php/it/soluzioni/e-learning-training
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Nell’attivita obbligatoria troviamo vari blocchi di test. 1 blocchi possono comprendere attivita
didattiche omogenee o di diversa natura: un blocco (B.--) puo trattare un solo concetto (dunque
omogeneo) con una o piu tipologie degli errori; un altro blocco puo trattare piu concetti (diversa
natura) con una o piu tipologie degli errori. I blocchi sono di diversa granularita (cfr. Figura
5.2-7). Una stessa domanda dentro un blocco puo trattare un concetto o piu concetti con una o piu
tipologie degli errori.

L’attivita opzionale € divisa in:

» test analogo R1, solo nel primo livello;

> test di comprensione per ogni livello.

Se lo studente ha avuto esito positivo nell’attivita obbligatoria, allora puo accedere al livello

superiore, altrimenti € guidato verso un test di comprensione. Al primo livello, dopo aver fallito la
prima attivita, ne viene data una analoga, per cercare di evitare I'esito negativo sia dovuto a fattori
non cognitivi per (ansia, casualita, etc).
L’attivita analoga R1 e stato costruito prevalentemente basandosi sulle risposte shagliate contenute
nell’attivita precedente. Inoltre, viene abbassato il livello di difficolta, viene utilizzato un registro
linguistico meno sofisticato. In questo tipo di attivita, abbiamo inserito anche una minima
spiegazione delle risposte shagliate, date nei test precedenti. Questa spiegazione viene ampliata e
approfondita nel test di comprensione, che si pone quindi proprio come attivita di apprendimento
per il superamento di errori frequenti.

Dopo un test di comprensione, lo studente va al livello successivo. Questo perché I'obiettivo di
questo tipo di test non é quello di valutare la conoscenza dello studente, ma quello di porre
I'attenzione sulle cause dei fallimenti precedenti, dando agli studenti gli strumenti per superarli.
| test di comprensione affrontare i seguenti punti:

- Capire il problema. Per affrontare questo punto, il test, comprende domande volte a chiarire
allo studente i dati e il testo del problema. Errori E1 ed E2 sono particolarmente affrontati: il primo
tipo, per I'importanza della lettura del problema, per rendere chiaro qual € un ‘ambiente’ in cui Si
trova il problema; il secondo tipo, per I’importanza di poter coordinare i vari sistemi semiotici
utilizzati in matematica sia per comprendere sia per risolvere. E anche importante per aiutare gl
studenti a richiamare la definizione degli oggetti coinvolti nel problema e le loro proprieta, che
possono essere sfruttate per ottenere la soluzione.

- Comprendere la soluzione. Capire perché alcune soluzioni date sono corrette. Gli errori E3 ed
E4 sono piu il focus in questo caso.

- Capire perché alcune soluzioni date non sono corrette. In questo caso, dato in un problema

una soluzione non corretta, gli studenti sono tenuti a trovare la ragione della non correttezza. A un
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livello piu basso, questo pud essere fatto indicando puntualmente il pezzo errato e chiedendo
spiegazioni, poi a un livello superiore, si richiede allo studente anche di individuare 1’errore. Tutti i
tipi di errori possono essere affrontato qui.

Passiamo ora a esaminare la fase macro. Come detto, qui abbiamo sia la possibilita di percorsi
guidati che liberi.

Nel primo caso le attivita sono organizzate in una struttura guidata, corso completo con percorsi

a piu vie da percorrere in alternativa, come illustrato nella figura seguente:

Diagonalizzazione

Geometria 2D

Omomorfismo

e

Geometria 3D Spazi Euclidei

Figura 5.2-2

In questa figura i nodi rappresentano attivita della fase micro, ovvero sono minicorsi come li
abbiamo visti nella Figura 5.2-1.
Nel secondo caso, abbiamo una struttura non guidata, corso completo, con percorsi non sequenziali

a scelta dallo studente, come illustrato nella figura seguente:

Spazi Euclidei Sistemi lineari

Omomorfismo,

Geometria 2D

Diagonalizzazio ) .
Spazi Vettoriali

I
)

Geometria 3D

Figura 5.2-3

Le tabelle seguenti schematizzano il lavoro fatto, in termini di numero dei minicorsi, test, domande.

CORSO Pre- Corso Corso Corso 3 Corso 4 | Corso 5 Corso 6 Corso 7 | Corso 8
COMPLETTO | corso | 1 2

Algebra —--- Matrici | Sistemi | Spazi Spazi Omomor. | Diagonali. | Geo.2D | Geo.3D

lineare lineari vettoriali | euclidei

Figura 5.2-4 - | minicorsi secondi gli argomenti trattati
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Algebra | Matrici Sistemi Spazi Spazi Omomorfi. | Diagnnalizz. | Geo. 2D | Geo.3D
lineare lineari vettoriali | euclidei

Test-3Do 4 1 2 6 2 2 4 3
Test-4Do 2 4 6 - 4 3 2 5
Test-5D0 | 1 1 - - 1 4 3 7
Test-6Do - - - - - 1 1 -
Test-7Do - - 1 - 1 - - -

Figura 5.2-5 - Il numero dei test secondo i minicorsi (argomenti)2

Algebra lineare Scelta multipla Risposta multipla | Domanda a
corrispondenza
Matrici 12 16 -
Sistemi lineari 12 13 .
Spazi vettoriali 9 22 5
Spazi euclidei 4 13 -
Omomorfismo 10 27 1
Diagonalizzazione 14 31
Geometria 2D 9 33 -
Geometria 3D 35 32 1
CORSO COMPLETTO Scelta multipla Risposta multipla Domanda a

corrispondenza

Algebralineare

105

187

7

Figura 5.2-6 - Il numero delle domande secondo i minicorsi e corso completo

2 Test-3Do & un test con 3 domande, Test-4Do é con 4 domande e cosi via
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Matrici Test Test analogo Test di comprensione
I livello 3 Test-3Do 1 Test-5Do 1 Test-2Do
Il livello 2 Test-4Do - 1 Test-2Do
Sistemi lineari Test Test analogo Test di comprensione
I livelloH 1 Test-3Do 1 Test-4Do 1 Test-2Do
1 Test-4Do
1l livello 1 Test-4Do - 1 Test-2Do
11 livello 1 Test-5Do - 1 Test-2Do
Spazi vettoriali Test Test analogo Test di comprensione
I livello 3 Test-4Do 1 Test-7Do 1 Test-2Do
11 livello 2 Test-4Do - 1 Test-2Do
11 livello 1 Test-4Do - 1 Test-2Do
Spazi euclidei Test Test analogo Test di comprensione
1 livello 2 Test-3Do 1 Test-3Do 1 Test-3Do
1l livello 1 Test-3Do - 1 Test-2Do
Omomorfismi Test Test analogo Test di comprensione
I livello 1 Test-5Do 1 Test-7Do 1 Test-2Do
2 Test-4Do
Il livello 2 Test-4Do - 1 Test-2Do
Il livello 1 Test-5Do - 1 Test-2Do
Diagonalizzazione Test Test analogo Test di comprensione
I livello 2 Test-4Do 1 Test-6Do 1 Test-3Do
1 Test-5Do
Il livello 2 Test-5Do - 1 Test-2Do
1 Test-4Do
I livello 1 Test-5Do - 1 Test-2Do
Geometria 2D Test Test analogo Test di comprensione
I livello 2 Test-5Do 1 Test-6Do 1 Test-3Do
1 Test-3Do
11 livello 2 Test-4Do - 1 Test-2Do
1 Test-5Do
111 livello 1 Test-3Do - 1 Test-2Do
Geometria 3D Test Test analogo Test di comprensione
I livello 2 Test-5Do 2 Test-5Do 1 Test-4Do
3 Test-4Do 1 Test-3Do
Il livello 2 Test-4Do - 1 Test-3Do
1 Test-5Do
11l livello 2 Test-5Do - 1 Test-3Do

Figura 5.2-7 - numero dei test, con il numero delle domande secondo le strutture dei minicorsi

Pre-corso Domande Test 1 Test 2 Test 3 Test 4
Scelta multipla 8 8 8 3
Rispos.multipla 4 4 4 5

Figura 5.2-8 - numero dei test, il numero delle domande, (scelta multipla e risposta multipla) nel precorso

5.3 Struttura delle attivita quiz

In questo paragrafo andiamo a esaminare la struttura che abbiamo dato ai minicorsi per ciascuna
delle principali aree dell’algebra lineare: matrici, sistemi lineari, spazio vettoriale, spazio euclideo,
omomorfismo, diagonalizzazione, geometria 2D e geometria 3D. Per ciascun’area andremo a
vedere esempi di domande dei vari livelli.

» Matrici

Il percorso € illustrato nella figura seguente:
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Fallito Fallito
) IS0

Successo

L .,=:-:-:-.::'Z.','."f'.'_,.,_,.,_,
':' Fallito
@ TC/2

Figura 5.3-1

Al I livello troviamo una domanda del tipo mostrato nella seguente figura:

M-L1-T3-1 (Domanda a scelta multiplal

Siano dati le matrici:

Individuare la risposta giusta.

rikc A = 1

ko M lc B

rikc C = 3

det C = O

detB ~— O

ke A —mrk B —m1rk C = 2

altro

Figura 5.3-2

La domanda é stata costruita a partire da una matrice A di ordine 2 con determinante diverso da
zero, a cui sono state affiancate due matrici B e C ottenute con ’aggiunta di una riga o di una
colonna nulla.
I concetti in gioco sono rango e determinante: ovviamente il primo non cambia per le tre matrici,
mentre il secondo ha senso solo per la prima matrice. Inoltre il det A € un minore non nullo di B e
di C.
Le risposte shagliate hanno a che fare con:

e definizione di rango e influenza della riga/colonna nulla;

e limitazioni del rango e definizione di determinante.

La domanda non € omogenea, perché mette in gioco piu concetti (rango e determinante di una

matrice) ed e legata a errori di tipo E3. Il linguaggio usato é simbolico.

Nell’attivita analoga R1, troviamo una domanda come ad es. quella mostrata nella figura seguente:
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M-L1-TR-5 (Domanda a risposta multipla)

Siano dati le matrici:

Indicare le risposte giuste.

il determinante della matrice A & 2

il rango della matrice B & minore nguale a 2

il rango della matrice C & 4

il rango della matrice C dipende dal valore del suo determinante

solo il determinante della matrice C (essendo guadrata) si pud calcolare

se nella matrice A aggimgo nella terza riga il vettore nullo allora il determinante della A lo posso calcolare

Figura 5.3-3
Questa domanda tratta gli stessi concetti messi in gioco nel test precedente, legato alla stessa
tipologia E3 degli errori. Le risposte sbagliate nel primo test qui vengono coinvolte diversamente,

affiancandole con un minimo di spiegazione. Il linguaggio verbale ha sostituito quello simbolico
del test precedente.

Nel test di comprensione abbiamo domande come quelle mostrate nella figura seguente:

T_C-M-L1-3 (Domanda a risposta multipla)

Siano dati le matrici seguenti:

Il I 10
N _ _
A= =, A R
2 2
0 0 000 0

Individuare le risposte giuste

tkA=2perchéa,, ~ OcdetA ~ 0

tk B non esiste perché la matrice B non & quadrata

kA=1perchéa, ~ OedetA=0
1tk B = 2 perché 2 & il numero minimo tra il numero delle righe e colonne della matrice B

In una qualsiasi matrice aggiungendo una riga o colonna il vettore nullo. il suo rango non cambia perché non cambia il valore del determinante
tk C >tk A perché la matrice A & sottomatrice della matrice C

tk A =1k B =1k C =1 perché 1 & il massimo ordine di un minore non nullo della A, Be C
Figura 5.3-4
Le domande del test di comprensione differiscono dal test analogo R1 perché le risposte contengono
sempre anche una spiegazione approfondita. Inoltre & da notare che questa domanda tratta solo il

concetto del rango, quindi si abbassa anche il livello di difficolta rispetto al numero di concetti
coinvolti.
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Passando al 1l livello, abbiamo domande come quella mostrata nella figura seguente:

M-L2-T1-1 (Domanda a risposta multipla)

Non esiste l'inversa di una qualunque matrice:

del tipo 5x5
del tipo 4x5

ottenuta dalla matrice identica 15 scambiandosi di riga
ottenuta dalla matrice identica I; sostituendo ad una colonna la 9-upla nulla

quadrata con le righe linearmente dipendente

quadrata con una riga formata da numeri ugali a -99

Figura 5.3-5
11 livello della difficolta ¢ diverso dal primo perché per lo stesso concetto (I’inversa di una matrice)
entrano in gioco piu tipologie degli errori (E2 ed E3). Il linguaggio usato & prevalentemente verbale.
In questo livello aumenta il numero dei concetti coinvolti (inversa di una matrice, matrice identica e
quadrata, linearita dipendente, proprieta del determinante). Il livello di difficolta &€ aumentato anche

per ’uso della negazione ‘non’.

Nella Figura 5.3-6 mostriamo un blocco del Il livello:

M-L2-T1-3 (Domanda a risposta multipla)

¥

Star A= far e Ar =
F =
che sicuramente |A|=0 allora:
¥
i e P . = —
» F
#
wieE N = = 1
» £
nella matrice A ci sono 18 elementi nulli & 7 mon mulli 1
ES
i= == p= =0 1

F

M-L2-T1-<4 (Domanda a scelta multipla)

E nullo il determinante di:
v e AL = o
- -
con esattamente 15 elementi uguale a 16.28
A & AL =) —
o -

con 8 elementi positivi e 8 elementi negativi

A & AL =

con esattamente 4 elementi non nulli

WA e AL =)

¥
con una riga (colonna) con elementi tutti nnulli

nessuna delle altre risposte & giusta [
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M-L2-TZ2-4 (Domanda a scelta multipla)

Sia A una matrice reale quadrata di ordine 5. E vero che:

se |A| =0 allora in A esiste una riga che & combinazione lineare delle altre O

|A] =0 solo se i complimenti algebrici dei elementi di quinta riga sono tutti nulli O
. ) ) ) ) ) ) —y

se | A 0 allora in A non esiste alcun minore di ordine 4 avente determinante non nullo
= . . . O

se |A O allora la matrice A deve avere almeno 5 elementi non nulli

nessuna delle altre risposte € adeguata @]

Figura 5.3-6

Questo blocco tratta un solo concetto (determinante nullo) legato a due tipologie di errori: E2 e E3.
Il linguggio usato & verbale, simbolico e misto. E importante la simultaneita delle tre domande: la
prima domanda chiede: ‘se una matrice ha determinante uguale a zero cosa succede’, la seconda
chiede: ‘quando € nullo il determinante di una matrice’, la terza mette insieme le due richieste

precedenti.

> Sistemi lineari

Il percorso € illustrato nella figura seguente:

. Fallito [ [ gy | [Fallito | pg

Successo
“= Fallito
Successo
Fallito
el
Figura 5.3-7

La Figura 5.3-8 mostra una domanda del I livello:

S_L-L1-T2-1 (Cromanda a scelta multiplal

Dato il sisterma linears A = B dowe:
= i r
A= F = = = =
= -7 -7
allora il sistema:

non ha sobhasiond

r
o
ha sohizioni perche rlkf — rlkc (A | B 3 = 2
ha una sola sohizione perche rhc A — rlc (A | B ) = 2
Cl_ -1 3 & tra le sue sohizioni

ha soltanto due sohaziorni
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Figura 5.3-8
E una domanda focalizzata su un solo concetto (soluzione del sistema lineare) ed & legato agli errori
di tipo E3. Le risposte sbagliate hanno a che fare con la compatibilita del sistema. Il linguaggio é
pitl simbolico e il registro e evoluto.
La Figura 5.3-9 mostra una domanda del test analogo R1:

S_L-L1-T1-2 (Domanda a risposta multipla)

Sapendo che la terna (1, 1, -1 & la soluzione del equazione AX=B dowve:
£ £ £ o
A = =
I = = o
i r i i
allera il sistema lineare:

non & compatibile

ke A =rlkc (A | B D

ha l'ninica solirmione che I'abbiamo wverificato, risobrendo il sistema notiamo che & sola quella
per risobverla uso Cramer

ke A = 2

non ha l'uimica solazione

Figura 5.3-9

Notiamo che il sistema non ¢ 3x2 ma 3x3 (forse piu facile, rispetto a quello della domanda vista
prima). Nella domanda del test precedente domandiamo la compatibilita del sistema senza sapere
nessuna delle sue soluzioni, invece in questo test si sa una soluzione del sistema. Il linguaggio usato
e piu semplice paragonato al primo test.

Nella figura seguente vediamo una domanda del test di comprensione:

T_C-SL-L1-4 (Domanda a risposta multipla)

Sapendo che la terna (a, b, c) con a, b e c da R & la soluzione di un sistema lineare.

Individuare le risposte giuste

Il sistema non & compatibile perché non sapiamo esattamente il numero delle soluzioni del sistema
Il sistema & compatibile perché sapiamo che il sistema ha almeno una soluzione

Stando la terna data da R> allora il sistema & 3x3

Da quanto ¢ dato dal problema non & detto che il numero delle ingognite coincide col numero dei equazioni del sistema

Stando la terna data da R’ ¢ pure una soluzione data allora il sistema ha soltanto 3 soluzioni

O 00000

Nessuna delle altre risposte & adeguata
Figura 5.3-10

Passiamo al secondo livello in Figura 5.3-11:

S _L-L2-T1-3 (Domanda a scelta multipla)

Sia AXM=B un sistema lineare di m eguazioni & N incognite allora € wero che:

se n < m il sistema & sempre privvo di solaziond

se n = m+1 il sistema ha sempre una solizmione
sen=—m sipud usare sempre Crammer

se n > m il sisterma ha sempre infinite solazioni

il sisterma ha sempre almena tna solozione se B = 0O

nessuna delle altre risposte & ginsta

Figura 5.3-11
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La domanda & legata a un concetto (soluzione del sistema lineare) e a piu tipologie degli errori: E2
ed E3. Il registro linguistico usato € piu evoluto, usando termini ‘se’, ‘sempre’, ‘almeno’ e
‘nessuna’. Nella domanda precedente il sistema era gia impostato (3x2), dunque eravano solo del
caso della prima risposta di questa domanda. Qui affrontiamo anche il caso generale. La risposta 3

inganna molto, poiché € un errore ricorrente degli studenti.

Vediamo nella Figura 5.3-12 una domanda del terzo livello:

S L-L3-T1-5 (Dromanda a scelta multipla)

Un sistema lineare omogeneoc S di n equazioni & n incognite con matrice incompleta A tale che

| & | =0 allora S:

& neccesariamento privo di solaziond
ha esattamento una solhzione
ha neccesariamente infinite solizioni

ha almeno un'equarione la cui eliminarione non altera I'msieme delle soluzioni

nessuna delle altre risposte & adeguata

Figura 5.3-12

La domanda e legata a un solo concetto (soluzione del sistema lineare) e a piu tipologie degli errori:
E2 e E3. Il registro linguistico usato é ancora piu evoluto. Il sistema, avendo il determninate uguale
a zero, inganna di piu (abbiamo spesso osservato che in tali casi gli studenti non vanno a controllare
la condizione di compatibilita, ma rispondono secondo una propria convinzione). La difficolta e
aumentata anche dalla risposta 4, che richiede il collegamento tra rango, lineare indipendenza delle
equazioni e insieme delle soluzioni.

Nel seguito vediamo un blocco omogeneo del | livello, focalizzato su numero e insieme delle

soluzioni di un sistema lineare.

S_L-L1-T1-1 (Domanda a scelta multipla)
Sia data la terna (0,1,1). Di quale espressioni seguenti € la soluzione?

x-y+zZz — 1

x-p4+z =7F

x—p4z = O

x+p+IFz =F .
O0x -y —-dF=z =-5
{ x+p +3z = &

DOx —p —F=z=-5

x4y -F=z = JOI

150



S_L-L1-T1-4 (Domanda a scelta multipla)

Il numerc delle socluzioni di un sistema di equazioni che pud ammette &:

nessuna oppure il sisterma & compatibile (]

soltanto due

O
almeno una e il sistema € compatibile O
infinite e il sistema & incompatibile O

O

soluzioni non reali allora il sistema €& incompatibile

S_L-L1-T1-2 (Domanda a risposta multipla)

Sapendo che la terna (1, 1, -1) & la soluzione del equazione AX—B dove

I Fi F ()
A= F 2 2 5= o
I i o FJ
allora il sistema lineare:

non & compatibile

kA =gk (A | B D)

ha I'unica solurione sapendo che la terna data & soluzione

ha I'unica soluzione che 1'abbiamo verificato. risolvendo il sistema notiamo che € sola guella

il sistema ha solo tre soluzioni

ooooaao

il sistema € omogeneo

S L-L1-T1-3 (Domanda a risposta multipla)

Uno sottospazio di R® & rappresentato da una sistema lineare dove le soluzioni sono una terna della forma (3, 2k, -2h ) con k, h reali

allora le seguenti terne sono ancora soluzione del sistema:

(6.2.4)

(3. 6. 2h) con h reale

nella terna (3. 10. 2h) con h reale ce una sola soluzione del sistema
(3, 2k, -2) con k reale

(3.2.-2)e(3.6.-8)

(3.2.0)e (3,0, -2) usando la base canonica

(3. 12)

oooooooao

(3.12,-12,0)
Figura 5.3-13

» Spazio vettoriale

Il percorso € illustrato nella figura seguente:

Fallito | Fallito
|| R1 |
- s - ) —
Successo
@d @ =

Successo

TC/2
Fallito
TC/3

Figura 5.3-14
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La Figura 5.3-15 mostra una domanda del 1 livello:

S_W-L1-TR-3 (Domanda a scelta multipla)

Sianoc u, w e w i generatori di un sottospa=zio wettoriale W,

Indicare la risposta giusta.

se . v, W sono linearmente indipendenti allora sono anche o e w

se u. v. w sono nearmente dipendenti allora lo sono anche u e w

sSe 1. W, W generanc W oma non sono una base allora v e v generano W

se u. V. W generanc % allora dim™ = 3

la dim W non dipende se lo sottospario WV di quale spario ci appartiene

nessuna delle altre risposte & adeguata

Figura 5.3-15

La domanda verte su piu concetti legati a errori di tipo E3. Le risposte sbagliate hanno a che fare
con basi e dimensione di un sottospazio vettoriale, dimV+, e lineare dipendenza. 1l linguaggio usato
e semplice.

La figura seguente mostra una domanda del test analogo:

S W-L1-Ti-4 (Domanda a risposta multipla)

Dato il sottospazio:
WM==(-1,-4,0,1)(-1,0,0, -2) =

Indicare le risposte giuste.

i generatori di WV sone due vettori inearmente dipendenti

% & appartente in r2 perché WV ha due generatori

ivettori di V stanno in R* allora W = r*

W onon & rappresentata in forma cartesiana

i generatori di V' non sono proporzionah

stando i generatori di V lnearmente indipendenti . la base sna & gl stessi generatori di WV
dim V =4

dim WV + dim VOt =4  dim WV = 2 e dim VT =2

Figura 5.3-16

La domanda tratta gli stessi concetti messi nel test precedente, legati alla stessa tipologia E3 degli
errori. Le risposte sbagliate nel primo test qui sono presenti con un minimo di spiegazione. Il
linguaggio usato e semplice.

Al Il livello troviamo domande come quella mostrata in Figura 5.3-17:

S_W-L3-T1-2 (Domanda a scelta multipla)

I

Mello spazio wettoriale W dei polinomi in »x a coefficienti reali di grado 3

linsieme {>, 3% + x>, 6x> + 5, 4x=} &:

lInearmente ndipendente

un sistema di generatori Jdi W
linearmente dipendente

una base di W

nessuna delle altre risposte & ghste

Figura 5.3-17

La domanda tratta pit concetti legati alle stesse tipologie degli errori E3. Rispetto al primo livello

vengono messi in gioco altri concetti come ‘quando un insieme ¢ linearmente dipendente,
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indipendente, quando forma una base’, etc. Inoltre lo spazio vettoriale non € uno spazio numerico

ma & uno spazio di polinomi.

Di seguito mostriamo una domanda del test di comprensione:
Sia dato il sottospazio vettoriale di RS
H==<u, ug ug = dowe uy; = {1, 2, 3), ug = (1, 2, 68] e ug = (2, 4, 8]

Individuare le risposte giuste
u, eu, sono wettori inearmente indipendenti perche non esistono scalari kl ek, diverso da zero da R
tale che kyn, +ku, =0

u, € u, sono vettor linearmente indipendenti perche

1, e uy sono vettori linearmente dipendenti perche sono proporzionali 2u; = u;
u, eu, sono linearmente indipendenti perché esistono i scalari lcl =2ek,=1tale che lclu1 + lc,Ju3 =0
L'insieme H & linearmente dipendente perche contiene vettori linearmente dipendenti che sono u; e uq

B= (u1= uz) & una base del sottospazio H perché a) B & un insieme linearmente indipendente infatt

k(1. 2.3) + k(1. 2. 6) = 0 = (k. k) = 0 e b) B & un sistema di generatori infatti per (3. 10. 21} da H esiste

k;=3.k,=2/(5.10,21)=3(1. 2. 3) + (1, 2. 6)
B ;= (u;. u,) e By = (u,. u;) sono basi del sottospazio H ma non hanno lo stesso numero di vettori

B= (u1= 113) & una base del sottospario H perché contiene wvettori inearmente dipendenti

Figura 5.3-18

In Figura 5.3-19 una domanda del Il livello, che richiede una base dell’intersezione

sottospazi a partire dai generatori dei due spazi, utilizzando solo il linguaggio simbolico:

S_V-L3-T1i-4 (Domanda a scelta multipla)

Siano G e H i seguenti sottospazi dir <
G=< (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0) >

H=<(O0,1,1,1),(0,0,1,1),(0,0,0,1) >

=G XA

allora una base di U é&:

{(1.0.0.0)>.(0.0.0.1)5 3
£€0.1.0,.1).€1.0.1.0) 3
{€0.1.1.0)>.(0.1.0.0)> 3

£ (0.0,1.0).(0.0.1.1)3

£€0.1.1.1)5.¢0.1.0.0)> %
Figura 5.3-19

Vediamo nel seguito un blocco di domande:
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S_W-L1-TZ2-4 (Domanda a risposta multipla)

Sia dato lo sottospazio wvettoriale w = = (0, 0 ), { -3, 4}, {1, 2) = allora & wvero che:

i generatori di W sono in r3

v = Rr2

i generatori di V' sono linearmente dipendenti

la ditmn W = 3 perché il nomero di generatori di W & 3

la dim % = 2 perché nei generatori di W si trowvano doe wvettori inearmente indipendenti

la base di VWV ha due wvettori ed il vettore (0. 0) non pud fare mai parte di una base

S_W-L1-T2-2 (Domanda a risposta multipla)

Sia B = (w]_, W 'NBJ una base di uno =pazio wvettoriale .

o

Individuare le risposte giuste.

stando il vettore nullo lincarmente dipendente con ogni vettore allora Wy pud essere il vettore (0, 00
la base & un insieme linearmente indipendente ed il vettore nullo che & linearmente dipendente con ogni

vettore non pud essere mai appartenente nella base B

B & un sistema massimale di vettori inearmente indipendente di Vv
B & un sistema massmmale di generatori di WV

nessuna delle altre risposte & adegnata

S_W-L1-TZ2-1 (Domanda a risposta multipla)

Siano dati le due espressioni:

A S E=Fe O D= { @ }

dowe A, B, C e D sono spazi wettoriali.

INndicare le risposte giuste.

dired (07 2 IX) mox asiste

cdive (O e I = O

cdivea (O e D) = { o }

srerricdo A o B o= G oldlorer non 58 paad peryilonre oFF divn A o B
sterricdo A o B o= EF collorer Mexr divn A i B o= 2

A v B e um insiere cfie non cortiene eleriernli

!} insierne OF o D & Mineosrnente dipoendernte

Figura 5.3-20
Il focus della prima domanda sta nella presenza del vettore nullo tra i generatori del sottospazio dato
V, e di come questo impatta sul calcolo di una base di V e quindi della dimensione di V. Invece
nella seconda domanda, il focus é invertito: data una base, si richiede se il vettore nullo puo
appartenere alla base. Lo scopo della terza domanda € di fare notare la differenza tra 1’insieme

vuoto e il vettore nullo.

» Spazio euclideo

Il percorso € illustrato nella figura seguente:
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. . Fallito | [ gy | [Fallito | [rest

Successo

~ | Fallito

RC/2

Figura 5.3-21

La Figura 5.3-23 mostra una domanda del 1 livello:

S_E-L1-T1-2 (Domanda a risposta multipla)

In un spazio euclideo sia dato il seguente prodotto scalare:

- = (u]_, U . u3) - (v]_ P Vo, v3) = u ;v + 2uw, + Sugwg dowe u = (1, 0, -1) e wv = (-1, 3, -<)

Individuare le risposte giuste.

uv=3 =
aw=11 =
uw={-1.0 43 [O
o] =2 =
e —E =
] = 26 =

Figura 5.3-22

La domanda mette in gioco piu concetti legati a piu tipologie di errori, E1 ed E3. Le risposte
sbagliate hanno a che fare con prodotto scalare di due vettori e la norma di un vettore. Il linguaggio
usato é simbolico.

La Figura 5.3-23 mostra una domanda del test analogo:

S_E-L1-TZ2-1 (Cromanda a risposta multipla)

In un spazio euclideo sia dato il seguente prodotto scalare:
ey = (ul, U, |_|3) - (v]_, W v3) = U W, + 2uUuv, + Sugvg dowve u = (1, 0, -1) & v = (-1, 3, —-<4)

Individuare le risposte giuste.

la norma di un vettore non pud essere negatine

il prodotio scalare © sempre un mmmero non negativvo

il prodotto scalare di doe wettori non pud risultare zero

la norma Jdi un vettore € la distanza del vettore stesso dal vettore nullo

u=%w = 3 non & vero perche mon ho usato il prodotto scalare dato

LR

| = 26 12 & vero percheé ho usato il prodotto scalare standard

Figura 5.3-23

Questa domanda tratta gli stessi concetti messi nel test precedente, legati alla stessa tipologia E1 ed
E3 degli errori. Le risposte sbagliate nel primo test vengono riportate insieme a un minimo di
spiegazione. Il linguaggio usato e semplice e verbale, sostituendo quello simbolico del test
precedente.

La Figura 5.3-24 mostra una domanda del test di comprensione:
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T_C-SE-L1-4 (Domanda a risposta multiplal

In RZ con la struttura di spazio euclideo sianc dati | seguenti prodotti scalari:

ajlu-wv = (ul_, us, u3) (vl, Vo, v3) = u vy + 2usv, + Bugvg
B u-w =(uy, ug, ugd (vy, o, va) = uyvy +F ugvg + ugvg

Indiwviduare |le risposte giuste

Per a) bisogna dimostrare che & davvero un prodotto scalare invece per b) no che & ovvio che & un prodotto
scalare essendo quello standart (canonico)

a) e b) sono prodotti scalari dato dal quesito

a) e b) sono prodotti scalari diversi perché sono definiti con due regole diverse

a) & un prodotto scalare standart (canonico) come la b) perché ogni prodotto scalare & quello standart

b) & un prodotto scalare in uno sparzio euclideo perché gode le guattre proprieta del prodotto scalare

InR> 2 possibile definire infiniti prodotti scalari dowe uno di questi pud essere la b)
Messuna delle altre risposte & adegunata

Figura 5.3-24

Passando al Il livello, vediamo un esempio di domanda in Figura 5.3-25:

5_E-L2-T1-1 (Domanda a risposta multipla)

In B3 con la struttura di spazio euclideo definita dal seguente prodotto scalare:
h-g = (h]_, h2, h3) (gl, 9, 93) = hlg]_ + 2h292 + 2h393 =i consideri l'insieme G = {(1, 0, -1), (2, -1, 1), (2, 1, 0)}
e un vettore u = (2, 0, 1)

Allora & vero che:

G non & una base di R
G & un insieme ortogonale

una base ortonormale B a partire da G & {(1/3.-1, -1/3), (2, -1/8, 1/8), { I/6, 6/4, 1/12)}

{(f! “\/3_,.9,_3;' \/3_),(2;' “Ja_,-;f _\/{8_,;?;’ \/3_),(;;' _\/6_ _\/6_;’4; \/6_;32) }

& una base ortonormale B a partire da G

le componenti del vettore u rispetto alla base ortogonale B a partire da G sono: Cg (2. 0, -1) = (4/3, 2/13. 3/7)

¢dr N3y "\/3_ _\/6_;‘6)

le componenti del vettore u rispetto alla base ortogonale B a partire da G sono: CB (2.0, -1=

Figura 5.3-25

La domanda mette in gioco piu concetti (base, base ortonormale, componenti di un vettore rispetto a
questi basi) legati a piu tipologie degli errori, E1, E2, E3 e E4.
Di seguito mostriamo un blocco di domande:

S _E-L1-T2-3 (Domanda a scelta multipla)l

Per quale valore di w i wettori (2, 5, w + 2, 3] = (24, w, -3, w) sono ortogonali?

-11
=
—o.&
410
—-17s5

altro
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S_E-L1-TR-1 {Domanda a scelta multipla)

Siano dati i vettoriu = (1, 2, 1) e v = (2, 0, -2 ); Per guale dei sequenti vettori w l'insieme {u, v, w} forma una base ortogonale di R®

(6. -5. 9
(-11,0, 3)
(0, -13, 0)
(7.7.7
(1.-1. D
altro

S_E-L1-TR-3 (Domanda a scelta multipla)
Quali dei wettori X = (1, 1L, 0, O); ¥ = (3, -3, 0, -2 e Z2 = (1, 1, -1, 0O) sono ortogonale al wettore

W = (1, -1, 0, F) ed hanno norma minore di 47

solo 2 e %
solo F
solo
solo X = X

nessuna delle altre risposte & ginsta
Figura 5.3-26

Le domande sono omogenee, tutte trattano il concetto d’insieme ortogonale. La prima e la terza
domanda chiedono quando due a tre vettori sono ortogonali, la seconda chiede quando un insieme é
una base ortogonale.

» Omomorfismi

Il percorso € illustrato nella figura seguente:

Fallito Fallito
Successol P
] Fallito
_ IS
Successo
Fallito
TC/3
Figura 5.3-27
Nelle due figure seguenti sono mostrate una domanda rispettivamente di | livello e di
Il livello:
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©-L1-TR-5 (bemanda a risposta multipla) 0-L2-T1-2 (Domanda a risposta multipla)

Sia dato un applicazione f tale che:

In un qualsiasi omomarfisma f 1V = V' non & possibile che sia:
fla,b) =(a + b, a, a-b)

Indicare le risposte giuste.

dmkerf > dm V'
il dominio di f & in B>
£ & suriettivo dm Imf > dim V
= dimkerf > dimImf
Fnyf= R
dimkerf < dimImf

f & definita da R — R2
din Im f — { 2 } dmVzdmV'

ditn kker £f= 1

dim ker £f= {0} dmImf >dm V

Figura 5.3-28 Figura 5.3-29

La domanda del | livello mette in gioco piu concetti legati a piu tipologie degli errori E2, E3. Le
risposte sbagliate hanno a che fare con applicazione suriettiva, la definizione di f, dim ker f e dim
Imf. 1l linguaggio usato & semplice, misto (verbale e simbolico). Invece la domanda del Il livello
mette in gioco piu concetti legati a piu tipologie degli errori e shagli, E1, E3 e S2. Notiamo, al
posto di ‘applicazione’ € stato messo ‘omomorfismo’. Il linguaggio é soltanto simbolico. 1l livello
di difficolta € aumentato anche per I’uso della negazione ‘non’.

La Figura 5.3-30 mostra una domanda del test analogo:

O-L1-TR-4 (Domanda a risposta multipla)

Sia dato un applicazione f tale che:

a+h
7 = = a
]
a-b

E' vero che:

il dominio dif & in R’

la matrice che rappresenta I'omomorfismo &:

P N . 3 4 . P 4 g * . 3
senza sapere che f & iniettivo oppure suriettivo e stando f definito da: R? — R’, dico subito che fnon & isomorfismo perché dim R2 dim R°

se ['omomorfismo f & rappresentato in altro forma matriciale: f (a, b) = (a+b, a, a-b) non cambia niente

)

f & miettivo perché dim ker =0
fnon & suriettivo perche dim Imf & diverso da 3
Figura 5.3-30

Questa domanda tratta gli stessi concetti del test precedente, legati alla stessa tipologia E2 ed E3

degli errori. Le risposte shagliate nel primo test qui vengono corredate di un minimo di spiegazione.
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Il linguaggio usato e semplice e verbale, al posto di quello simbolico del test precedente.

Cambiando la forma della rappresentazione di f forse la difficolta si abbassa.

Di seguito una domanda del test di comprensione:

sSia f : R® — R® I'endomorfismo tale che f (x, v, 2) = (% + v, x)

Indiwviduare le risposte giuste

Imf=-=(1, 13, (1,07, (0, 0) = perche i generatori di Im f sono le colonne della matrice rappresentativa di f che &

P R
o0 0

Imf=-=< (1,1, 0), (1. 0, O) > perché i generatori di Im f sono le rishe della matrice rappresentativa di £

La base di Im f= {colonne linearmente indipendenti della matrice rappresentativa di £ }= {(1. 1). 1. 00}

ke:r'f:{ r+p=20 —v‘-icerf={[’QQZ)szR }
x =10

Una base di ker £& {(0. 0, 1)}

ker f & rappresentato dall'equazione

dim Im = 2 perché 2 & il mumero dei vettori linearmente indipendenti di Im

dim ker f= 1 perché 1 & il numero dei parametri del solurione del sistema omogeneo associato alla
matrice rappresentativa di £

f & iniettivo perché dim ker f & diverso da zero

f & suriettivo perché dim Im f= 2 = dim R? dove R? & il codominio di £
Figura 5.3-31

Nella figura seguente passiamo a vedere una domanda del 11 livello:

S-L3-T1i-1 (Domanda a risposta multipla)

Siano W e W spazi wvettoriali sullo stesso campo K e

f W — W & un omomorfismo allora & wvero se:
dim  Im £ = k. la matrice associata ad f rispetto a base gualsiasi ha rango k

din W = 7 e dim W = 3_ la dim ker £ == =4
risulta che £ O ) = 0, l'omomorfismo & iniettivo
solo I'omomorfismo & indettivo, risulta che £ 0 3 = 0
dim W = dima W, £ & iniettiva
dim V = ditm W, £ & un isomorfismo
ditm % > dim W. f & suriettiva

Figura 5.3-32

Nella domanda si mettono in gioco piu concetti legati a diverse tipologie degli errori E2, E3 ed E4.
Notiamo che aumenta anche il numero dei concetti rispetto ai livelli precedenti (cfr. per esempio le
risposte 1, 3, 4 e 6). La parola ‘se’ ¢ messa nella domanda e non nelle risposte: forse la difficolta

cresce a livello linguistico.
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Vediamo di seguito un blocco di domande:

O-L2-T2-2 (Domanda a scelta multipla)

Siano dati A una matrice di tipo 4x6 di rango 3 e f omomorfismo rappresentato di & rispetto a due basi di due spazi vettoriali

allera dim Im £ &:

3
4

Lh

1

altro

Date le applicazioni lineari rappresentate dalle matrice seguenti. Quali di loro sono suriettive?

L N L
LI T I L]

1
[
90N
o O
L S—

Fa

iz

T

Fa

LI I I

i&

Figura 5.3-33

Nella prima domanda dim Imf sapendo il rango di una matrice rappresentativa, la seconda ancora
verte su dim Imf, attraverso la richiesta di suriettivita, date alcune matrici rappresentative

dell’omomorfismo. Nello stesso blocco ci sono anche domande simili su dim ker f e sull’iniettivita.

» Diagonalizzazione

Il percorso € illustrato nella figura seguente:
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Fallito R1 Fallito TC/1

Successo

. . =
Successo \'
Fallito
| I TC/3

Figura 5.3-34

Nella Figura 5.3-35 mostriamo una domanda del 1 livello:

D-L1-T3-2 (Domanda a scelta multipla)

=3 o i
Sha A = o s o
- F o 5

Quale dei seguenti insiemi & una base dell'autosparzio associato all'autowvalore 67

1.0, 1), (0. 1. 03}

1.0 13}

100, 1, 0%, (-1, 0. 137}

0. 1. O3}

(1. 0O, 13, €O, 1, 0. (-1, O, 12}
altro

Figur.a- 5.3-35

La domanda riguarda gli autospazi ed € legata a un errore di tipo E3. Le risposte sbagliate hanno a
che fare con la molteplicita algebrica dell’autovalore 6, la rappresentazione dell’autospazio e le sue
base. Il linguaggio usato é soltanto simbolico.

Nella Figura 5.3-36 vediamo una domanda del test analogo:
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S

Indiwviduare le risposte giuste

Data la matrice:

gli autovalori della matrice A sono: w, =0 ew, =3

gli antovalori della matrice A non sono distinti

1' antospario relativo al autovalore w, =3 &:

g : o002 x = a = x+2p =0 =yl = A W ER
7 -2 -4 ¥ a k- =0

Una sua base & {(-2. 1)}

A-3r= ¢ 2
2 I

la molteplicita algebrica dell'autovalore 3 & 1

nessuna delle altre risposte & gaste

Figura 5.3-36

Questa domanda mette in gioco lo stesso concetto del test precedente, legata alla stessa tipologia E3
degli errori. Le risposte sbagliate del primo test qui vengono riportate diversamente e con un
minimo di spiegazione. Il linguaggio usato € semplice e verbale, mentre nel test precedente era
soltanto simbolico. Notiamo che qui nelle risposte troviamo anche suggerimenti per la soluzione.
Infine, nel primo test era data una matrice 3x3 qua abbiamo messo una matrice 2x2.

La Figura 5.3-37 mostra una domanda del 1l livello:

Dato la matrice

S Eea

gl auntovalori della A sono:

¢ Nz .- Wz

gl autovalori della &4 non sono findtd

allora & wero che:

gh autovalori della A superano 'ordine della matrice

(1. 2) & l'antovettore della &

[ W2

u = {(x. ¥) & autovettore della A = sono infiniti = della forma

r = W2 X, =- W2 =

la matrice P che diagonalizea A &:

& autovettore della A

I I
{ Z - Z }
Figura 5.3-37

La domanda mette in gioco piu concetti rispetto al livello prcedente (autovalori, autovettori, la

matrice che diagonalizza la matrice A ecc.) legati a piu tipologie degli errori E3 ed E4.

Di seguito vediamo una domanda del test di comprensione:
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<l

Individuare le risposte giuste

Data la matrice

Il polinomio caratteristico di A &

2
P ) = det (A - wl) = det I-w 3 =_(FrwiF-wi-I5= w _Fd
A 35 F-w

Il polinomio caratteristico di A & w” - 16 allora la matrice A ha un solo autovalore doppio che é w =4

Gli antovalori di A sono dati daghi zeri del sno polinonimo caratteristico allora we_o16=0= W= 4

e wy = -4
Gli antosparzi relativi agh antovalori di A sono:\"_l_ ={u £ R/ (A -4Tyu=0}e \*'_L = {u £ R (A+4Du=0}
- . -+ 3p =0 = (P} =(t 3 Wit ER
4 Sx-3p =0
Una sua base ¢ B, = {(3. 3)}
P . Ix+3p=0 = fLpI=f 1 ¥tER
-4 Jr+ip =0
Una sua base ¢ B_, = {(1. -1)}
Figura 5.3-38

Passiamo al 111 livello in Figura 5.3-39:

D-L3-T1-4 (Domanda a risposta multipla)

Sia f:V — VW un endomorfisme di uno spazio vettoriale W, u e v due suoi autovettori associato agli autovalori x, & x

allora:
u e vsono anche autovettori di £°f
u+wv _u-vsono autovettori

N ES
u +v e antovettore < X, aF X 0

se u + v & autovettore allora X, =x

Figura 5.3-39

La domanda mette in gioco diversi concetti (composizione dell’endomorfismo, autovalori,
autovettori, la somma e diferenza di loro etc.) ed é legata a diverse tipologie degli errori E2, E3 ed

E4. Il registro linguistico usato é evoluto.

Nella figura seguente mostriamo un blocco di domande:
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D-L1-T3-5 (D d It Itipl .
(Pomanda a scelta multipla) D-L1-TR-4 (Demanda a scelta multipla)
Per quali dei seguenti matrici la coppia (-1, 2) & un auttovettore?

Si dica quale fra le sequenti coppie sono autovettori della matrice

[ ’ ] 7 -1
g LT
- ]
| o ' ¢3.2)
e ] (23 ©
o2 ' @.3)
R ] G.
L7 altro

Figura 5.3-40

Le due domande mostrate hanno richiesto un’inversa all’altra: dato un vettore, individuare la
matrice di cui & autovettore; viceversa, data una matrice, individuare quale tra quell dati ne e
autovettore. In questo blocco troviamo domande simili che riguardano gli autovalori.

» Geometria 2D
Il percorso € illustrato nella figura seguente:

u - | Fallito | | RL Fallito

Successo —
. . -
Successo
Fallito
l I 1C/3

Figura 5.3-41

Nelle due figure seguenti vediamo una domanda del test rispettivamente di | livello e del test

analogo.
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G_2D-L3-T1-3 (Domanda a risposta multipla)

Sia data la conica H: x2 + hvz = h per h reale.

Cosa rappresenta la conica H al variare di h?

G_2D-L1-T2-5 (Domanda a risposta multipla)

Cosa rappresentanc in piano |'eguazioni seguenti?
(1) x* =0

(232 +y2 =0

per h < 0 & iperbole (31x*-v¥=0
per b < 0 & una conica degenere ] (1) rette parallele reali distinte =
per h > 0 & una conica non degenere = (1) rette parallele reali coincidenti =
per h > 0 non & un ellisse | EiClunpuntcizeale; il
. . . L (2) una circonferenza con centro (0. 0) =
per h > 0 & un ellisse immaginario =
(2) rette iImmagmarie incidenti in un punto reale =
per nessun valore di h da R H & una parabola [7] (2) rette reali incidenti =
per h =0 & una conica non degenere = (3) solo il punto (0,0} B
per h = 0 sono rette parallele reali coincidenti [ (3) una coppia di rette parallele ]
(3) rette reali incidenti =1
perh = () & una conica non degenere O (3) due rette y = x . y = - x che si intersecano in (0. 0) [
Figura 5.3-42 Figura 5.3-43

La prima domanda mette in gioco piu concetti legati a diverse tipologie degli errori E2 ed E3. Le
risposte sbagliate hanno a che fare con la classificazione delle coniche (degenere e non, tipi). Il
linguaggio e semplice, misto, piu verbale che simbolico.

La domanda del test analogo mette in gioco gli stessi concetti del test precedente, ed € legata alla
tipologia E3 degli errori. Nel primo test trattiamo un caso di conica con parametro, mentre nel
secondo caso chiediamo che tipo di coniche sono quelle date: in entrambi i casi si tratta della
classificazione, dapprima nel caso generale e poi in casi particolari. Il linguaggio usato e semplice e
solo verbale.

Una domanda del test di comprensione:

Data la seguente conica G ¢ -2kxy + 4x = lcon kda R

Individuare le risposte giuste

0 -k 2
el x 0 0
2 (v -I

La matrice associato alla conica é

2 2
det A* = - det o -k = x e det A = det 0 -k = K
-k o -k o

Il valore di det A & sempre negativo per ogni k da R allora G & sempre una mperbole

Per k = 0 det A = 0 allora la conica & degenere

Perk = 0 la conica G € una iperbole perché det A <0

Perk =0 det A’ =0 e det A = 0 allora G rappresenta rette parallele distinte perché |A', | + |A',,| < 0 dove
A’y e Ay, sono le matrice subordinate di A’ cancellando rispettivamente la prima colonna e la prima riga ¢ la

seconda riga e seconda colonna

Figura 5.3-44

Nelle figure seguenti, vediamo due domande rispettivamente di Il livello e di 111 livello.
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G_2D-L2-T3-4 (Domanda a scelta multipla)

Dato la conica seguente:
Wi 2x2 + 2xy +2y2 - 2y = -2

La riduzione di W in forma canonica &:

Gk

2, .2
3x" 4y -2x-2y=-2

X=x-1/3 V2
Y=p-i/ Nz

ox2 +3v2 =-4

}f_\/é‘_—}f_\/é‘_ {
Jf_\/é‘_b’_\/z"_

=
e g

9X*-2Y* =4
Figura 5.3-45

G_20-L3-T1i-1 (Domanda a risposta multipla)

SiaF_: R" — R unaforma quadratica e A |a sua matrice. Allora:

il polinomio caratteristico di A & sempre irriducibile
A ¢ ortogonale

pud capita che ogni tanti A & simmetrica

le radici del polinomio caratteristico di A sono reali
Pq & definita positiva < A & invertibile
A & invertibile

seb - ¢ definita positva = A & invertibile

Figura 5.3-46

La domanda del secondo livello mette in gioco un concetto (riduzione di conica in forma canonica),
legata a diverse tipologie degli errori E2, E3 ed E4. Abbiamo a che fare ancora con la

classificazione delle coniche ma in piu é richiesto di conoscere anche le equazioni canoniche. Il

linguaggio usato e soltanto simbolico.

La domanda del terzo livello mette in gioco diversi concetti legati a varie tipologie degli errori E2

ed E3. Il registro linguistico € piu evoluto rispetto ai casi precedenti.

Vediamo nel seguito un blocco di domande:
5_2D-L2-T2-3 (Domanda a risposta multipla)

%2 - 2xy + dy2 = 0 rappresenta nel piano (x, v):

un ellisse non degenere con centro nell origine
- . .

un'iperbole in forma canonica

una conica degenere

una retta

refte immaginarie incidenti in un punto reale

G_2D-L2-T2-5 (Domanda a risposta multipla)

Sia A l'insieme delle soluzioni dell'equazione xy =1

allora A &:

una parabola

una conica degenere

costituito dalle rette x =l edy=1

costituito dai punti che non ci sono sugli assi coordinativi

costituito solo dai punti (1, 1} e (-1, -1}

iperbole equilatera

S_Z2Z0D-L2-T2-1 (Domanda a scelta multipla)

2

una retta

una iperbola

una parabola

una semicirconferenza

non un ellisse

rappresenta nel piano:

nessuna delle altre risposte & adesuata

Figura 5.3-47
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La prima domanda contiene termini ‘x?2’, ‘xy’ e ‘y?’, la seconda solo termini misti ‘xy’ e la terza
non ha termini misti ‘xy’ soltanto ‘x?, e ‘y?,
» Geometria 3D

Il percorso € illustrato nella figura seguente:

T I T T RerT B
Successo L ______________.;—_-;-_';'_'l'—'_—_—__—-_“"'________

‘ ‘ Fallito

Successo L

- Fallito /3

Figura 5.3-48

Nelle figure sotto vediamo due domande rispettivamente di I livello e di Il livello.

G_3D-L1-TR_2-1 (Dromanda a scelta multipla) G_3D-L2-T1-3 (Domanda a scelta multipla)
Siano dati il piano ¥ @ x + v = 0 e la retta Siano dati le due rette seguente
x=t+ If T=p x=p
¥ h . tER
y=-n y=1iz y =2
z=10

Verificare se:
Individuare |la risposta giusta.

. o . sono sghembe
per nessuno valore di h la retta r si giace in ¥

L . . non sono complanari
r e ¥ sono mcidenti per ogni h

I sono parallele e hanno disatnza 11

r e % sono fra di loro perpendicolari se h < 0 sono entrambe parallele al piano  : x =22z

1 & parallela al piano ¥ per qualche h IS sono entrambe contermito in un piano passante per l'assez )
nessuna delle altre risposte & adeguata [ &) nessuna delle altre risposte & vera
Figura 5.3-49 Figura 5.3-50

La domanda del primo livello mette in gioco piu concetti legati a diverse tipologie degli errori E2
ed E3. Le risposte shagliate hanno a che fare con appartenza della retta nel piano, ortogonalita tra la
retta e il piano, parallelismo tra la retta e il piano e I’intersezione tra di loro. Il linguaggio e
semplice, misto, piu verbale che simbolico.

La domanda del secondo livello mette in gioco piu concetti legati a diverse tipologie degli errori E2
e E3 e E4.

Nella Figura 5.3-51mostriamo una domanda del test analogo:
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In uno spazio Euclideo di dimensione 3 rispetto ad un riferimento cartesiano. Sia r la retta di equazioni:

e il pinaoc W: 6z = 10

che é&:

parallela al piano xy
ortogonale al piano xy
ortogonale al piano vz
parallela all'asse z
parallela all'asse x
ortogonale all'asse z
parallela al piano W

la retta r si tagha con il piano xy
Figura 5.3-51

Questa domanda mette in gioco gli stessi concetti del test precedente, legati alla tipologia E3 degli
errori. A differenza del primo test dove era chiesta al variare di h la posizione reciproca tra la retta e
il piano, qui la domanda e posta in un caso concreto. Il linguaggio usato e semplice e verbale,
mentre nel test precedente era misto.

Nella Figura 5.3-52 vediamo una domanda del 111 livello:

Siano dati il piano §: x-y+z=0e¢ laretta

y=x+1I

z=x+2
eilpunto A=(1,0,1)

Quali delle seguenti rette & parallela a ] ortogonale ad r e passa per il punto A:

x=3+t
p=g tER B
z=-7-1
r+lp+z=12

O
x+y=17
r=0

O
x-z=12

Figura 5.3-52

La domanda mette in gioco piu concetti a legati a diverse tipologie degli errori E1, E2, e fortemente

E3, E4. Il linguaggio usato é soltanto simbolico.

La Figura 5.3-53 mostra una domanda del test di comprensione:
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x =3 + I

=02
z+ T a
F AL
Fer le rette r & s, individuare |le risposte giuste.
I vettori direzionali delle rette sono: v = (2, 2, 0) che comcide con i coefficienti vicino al parametro t e
v i f -5 v - = =1, -I 2
r a2 o0 J ¥
- che & il prodotto vettoriale dei vettori dei coefficienti
delle due equazioni di r
y . PR - =¢o I 7Y
s o I i ¥

perché & il prodotto vettoriale dei vettori dei coefficienti delle due equaziond i ¢

i S S - =7
2 z @

r non & ortogonale a s perché v_ || v,

r || s perche v || v, infatt

La retta r é ortogonale all'asse z perché v, - v, = (-1, -1. 0} - (0, 0, 13 =0

Laretta s ¢ ortogonale all'asse x perche v - v, =(2, 2,0} - (1,0, 03 =0
Larenar ¢ ortogonale all'asse z perché v, - v, = 0 allora anche la retta s & ortogonale all'asse z perché r || s
r ¢ parallela al piano xy perché il vettore direzionale di r ¢ omogonale con vettore nommale di xy infatt

(-1, -1,02»- (0.0, 13=10
s & parallela al pianoe xy perché r ¢ parallelo al paine xyv edr || s
Figura 5.3-53

Per tutti gli argomenti ci sono blocchi di domande di diversa natura che trattano vari concetti dentro
lo stesso argomento legati a una tipologia sola degli errori e piu tipologie degli errori. La stessa cosa

vale per le singole domande dentro il blocco.

5.4 Implementazione

La pianificazione delle attivita didattiche e strutturata in modalita e-learning implementata nella
piattaforma IWT. Le attivita sono corsi semplici, intesi come percorsi predefiniti dal docente,
secondo gli standard della piattaforma. Un corso contiene vari ‘test dinamici’, per scelta nostra al
fine di evitare le risposte casuali. La dinamicita dei test € a due livelli e consiste nel fatto che, in
fase di costruzione del test, il docente sceglie solo quante domande il test deve includere e per ogni
domanda quante risposte devono essere visualizzate. In tal modo, la piattaforma automaticamente,
ogni volta che uno studente richiama un test, va a prelevare quel certo numero di domande,

scegliendole a caso in un database e per ciascuna domanda presenta un certo numero di risposte,
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anche queste scelte casualmente tra quelle memorizzate nell’oggetto ‘domanda’ del database,
ordinandole di volta in volta in modo casuale.
Le risposte, nelle domande dei test di comprensione, sono invece in forma statica perché vogliamo
che lo studente veda tutte le spiegazioni delle risposte giuste e sbagliate. Questa scelta é giustificata
dal fatto che la piattaforma non consente un uso del feedback adeguato, puntuale su ogni risposta, e
quindi lo abbiamo sostituito con i test di comprensione o, in seguito, con discusioni sui forum. La
tipologia di domande & quella degli standard dei quiz a risposta chiusa (scelta multipla, risposta
multipla, domanda a corrispondenza).
Le attivita basate sui quiz sono state utilizzate a vari scopi:

» valutazione diagnostica (precorso);

» auto-valutazione formativa (corso semplice per argomento);

» valutazione finale (corso completo con tutti gli argomenti)

Il precorso € illustrato nella figura seguente:

Quiz_ Precorso

Mimirmmizza albero risorse =

T Pre Test 1
—_ Pre Test 2
~3 Pre Test_ 3

7 Pre Test 4

gtk g Aoy

Figura 5.4-1

Come si vede nella figura, il precorso contiene quattro test (per il numero delle domande cffr.
Figura 5.2-8).
La figura seguente illustra I’implementazione di un corso semplice per argomento e la sua

corrispondenza con la struttura descritta in precedenza:
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Introduzione ai spazi

vetto...
‘ e tahayhyty Fallito Fallito
. Spazio_Vettoriale-
" Livello_1... R1 1/
A ]
( A A gk gk g A /
| Spazio_Vettonale-
" Livello_1... /4 /4 )| 1
..........

| Spazio_Vettorniale-
Livello_1...

3 Pazio_
Lavello_1

= Fallito
E-mrEc/i
- : 1¢2
S N N s e N CJ
| A et etk ety
—
~_ Spazio_Verttonale- @ .
Lavello_2...
e e gy ey gy ks
. Spazio_Verttonale-
Lavello_2...
e Successo
~3 T_Cr2
_ A gt gk gy Fallito
“ Spazio_Vettonale-
“ Livello_3... 1¢/3
ph ke kg kah,
- el
gk gk gk gy

Figura 5.4-2

Come si vede nella prima figura 1’argomento ¢ spazio vettoriale. Siccome la piattaforma IWT non
permette la ramificazione automatica dei percorsi, nel corso abbiamo aggiunto un file di descrizione

(chiamato introduzione) del percorso da seguire, mostrato in figura seguente:
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Il corso che segue verte sulle conoscenze riguardanti gli spazi vettoriali.

E strutturato su tre livelli, secondo il grado di difficolta e della tipologia di errore frequente rilevata
nelle prove scritte.

Nel I livello trovi tre test, che puoi fare in un ordine qualsiasi. A ogni utilizzo del test ti saranno
presentate domande che non necessariamente sono sempre le stesse. Alla consegna del test ti sara
visualizzato il punteggio ottenuto e ti sara detto se lo hai superato o no.

Se non hai superato almeno due dei tre test del T livello, vai al test di recupero. Se non hai superato
il test analogo R1, vai al test di comprensione TC/1

Se hai superato almeno due dei tre test del I livello o hai superato il test analogo R1 o il test di
comprensione TC/1 vai al livello II.

Se non hai superato almeno un test del livello II, vai al test di comprensione TC/2
Se hai superato almeno un test del livello IT o il test di comprensione TC/2, vai al livello TIT.

Se non hai superato il test di livello III, vai al test di recupero TC/3.

Fallito Fallito
- - —

Successo

Fallito

Successo

Fallito
n -

Figura 5.4-3

Il corso completo é presentato come nella figura seguente e le scelte dello studente sui vari blocchi

da fruire determinano il suo percorso di apprendimento:

~7 Test dinamico metadatato

ma.__
gk oy
7 Test dinamico metadatato
ba_ ..
R gy
- Test dinamico metadatato
om.
g Aoghge gk
7 Test dinamico metadatato
e .
g gy
7 Test dinamico metadatato
ge...
kg Rk kg ok
Figura 5.4-4

I cinque test comprendono rispettivamente i seguenti argomenti: matrici e sistemi lineari, spazi

vettoriali ed euclidei, omomorfismi e diagonalizzzazione, geometria 2D e geometria 3D.
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Il corso completo si presenta come in Figura 5.4-5. A differenza del caso precedente, il percorso €
guidato, nel senso che lo studente non puo passare al blocco successivo senza aver fruito e superato
quello precedente,

Geometria

T T Tl o g

_:»-; 3L 2% 2% 33 Omﬂmﬂrﬂsmﬁ

N N S — .

5 Diagonalizzazione Diagonalizzazione -
Sistemi nean

e e T T T

S S S —

Spazi veftora

~7 Spazio_Vettoriale Geometl'la ZD

77 N Ny Y TS,

i Spazi Euclide:

<
P e e i

~] Sistemi I ineari

Spazi Euclice

S T —"— .

— I\.-Iatrici-Livellc; 7 = Geometria 30

Figura 5.4-5
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