
A problem in the Theory of Groups and a
question related to Fibonacci-Like sequences

Serena Siani

Abstract

Questa tesi si compone di 4 capitoli, di cui gli ultimi due con-
tengono risultati originali. All’interno del primo capitolo, sono richia-
mati risultati elementari e sono stabilite le notazioni e la terminolo-
gia che sono utilizzate nel seguito. Ad esempio, sono richiamati al-
cuni risultati sulla classe di gruppi X che sono isomorfi ai loro sot-
togruppi non abeliani. Risulta che ogni gruppo di tale classe è in-
finito e 2-generato. Questa classe è stata studiata da H. Smith e J.
Wiegold( [34]). Essi hanno provato che ogni gruppo non risolubile in
X è centrale-per-finito e hanno fornito una caratterizzazione completa
dei gruppi risolubili in X. In seguito vengono mostrati alcuni risultati
sui gruppi finitamente generati che sono isomorfi ai loro sottogruppi
normali non banali. In particolare, è stato usato un risultato provato
da J.C. Lennox, H. Smith e J. Wiegold in [17], per il quale se G è un
gruppo infinito finitamente generato che è isomorfo ai suoi sottogruppi
normali non banali e che contiene un sottogruppo proprio normale di
indice finito, allora G ' Z.

Dato un gruppo G, un sottogruppo K di G si dice sottogruppo
derivato in G se K = H ′ dove H ′ è il sottogruppo derivato di H, con
H sottogruppo di G. Recentemente, molti autori si sono interessati a
studiare l’insieme dei sottorgruppi derivati all’interno del reticolo dei
sottogruppi.

Si denoti con C(G) l’insieme dei sottogruppi derivati in G, cioè:

C(G) = {H ′|H ≤ G}.

L’influenza di C(G) sulla struttura di G è stata studiata da molti
autori. Per esempio, F. de Giovanni e D.J.S. Robinson in[8] e M.
Herzog, P. Longobardi e M. Maj in[14], hanno studiato i gruppi G
per cui C(G) è finito. In particolare, essi hanno provato che se G è
localmente graduato, allora C(G) è finito se e solo se G′ è finito.

Sia n un intero positivo e si denoti con Dn la classe dei gruppi con
al più n classi di isomorfismo di sottogruppi derivati. Chiaramente D1
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è la classe dei gruppi abeliani e un gruppo G appartiene alla classe
D2 se e solo se G non è abeliano e H ′ ' G′ per ogni H sottogruppo
non abeliano di G. P. Longobardi, M. Maj, D.J.S. Robinson and H.
Smith in [18] hanno posto la loro attenzione sui gruppi in D2 e hanno
descritto in maniera precisa alcune classi larghe di gruppi in D2.

Nel Capitolo 2 si richiamano alcuni risultati sui gruppi in D2.
Al centro di questo lavoro di tesi vi è un problema duale. Si denoti

con B(G) l’insieme dei fattori centrali dei sottogruppi di un gruppo
G:

B(G) = { H

Z(H)
|H ≤ G}

e si denoti con Bn la classe dei gruppi per cui gli elementi di B(G)
ricadono in al più n classi di isomorfismo, dove n è un intero positivo.
Banalmente B1 coincide con la classe dei gruppi abeliani e G è un B2-
gruppo se e solo se G è abeliano oppure non lo è e ogni sottogruppo di
G è abeliano oppure se H è un suo sottogruppo non abeliano, segue
che H

Z(H) '
G

Z(G) .
Nel Capitolo 3 della tesi sono studiati i gruppi in B2. Per esempio,

si può vedere che se G è un gruppo con G
Z(G) abeliano elementare di

ordine p2, con p primo, allora G è in B2. Inoltre, se G è un gruppo
con G

Z(G) ' Z× Z, allora G ∈ B2. I gruppi in B2 possono essere
molto complicati, infatti un gruppo non abeliano a sottogruppi propri
abeliani appartiene alla classe B2 e quindi i Mostri di Tarski, gruppi
semplici infiniti a sottogruppi propri tutti abeliani, la cui esistenza fu
provata da A.Yu. Ol’shankii nel 1979, si trovano in B2. Innanzitutto
sono stati provati alcuni risultati elementari per i gruppi in B2. Per
esempio si può vedere che la classe B2 è chiusa per sottogruppi ma non
è chiusa per quozienti. Se però G è un gruppo nilpotente in B2 allora
G
S ∈ B2, per ogni S ≤ Z(G). Inoltre, risulta che G

Z(G) è 2-generato per

ogni G in B2 e se in più G è nilpotente, allora G
Z(G) risulta abeliano.

Successivamenete vengono analizzati i gruppi in B2 e si prova che se
G è non abeliano, allora G è un gruppo nilpotente di B2 se e solo se
o G

Z(G) è abeliano elementare di ordine p2, dove p è un primo, oppure
G

Z(G) è prodotto diretto di due gruppi ciclici infiniti. Sono studiati
anche i gruppi localmente finiti in B2 e viene mostrato che se G è
localmente finito, allora G è in B2 se e solo se G = Z(G)H dove H è
finito, minimale non abeliano.
Sono poi analizzati i gruppi risolubili in B2. Si prova che se G è un
gruppo risolubile non nilpotente in B2, allora G è metabeliano e in
queste ipotesi si mostra che Z( G

Z(G)) = 1, G = A < x >, per un certo
x in G e un sottogruppo normale A di G, e ogni sottogruppo non
abeliano di G

Z(G) è isomorfo a G
Z(G) .
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Infine, il caso dei gruppi non risolubili in B2 è analizzato e si prova
che tali gruppi non soddisfano la Tits alternative, i.e. gruppi risolubili-
per-finiti oppure gruppi che contengono un sottogruppo libero di rango
2. Fino a questo punto nessuna tra le particolari classi di gruppi in
B2 ha coinvolto i gruppi di Tarski. In quest’ultimo caso invece si
prova che se G è un gruppo non risolubile in B2 e G′ soddisfa la
condizione minimale sui sottogruppi, allora G

Z(G) è semplice, minimale
non abeliano, ogni sottogruppo risolubile di G è abeliano e se N è un
sottogruppo normale di G, allora o N ≤ Z(G) oppure G′ ≤ N . In
particolare G

Z(G) è un gruppo di Tarski.

Nel Capitolo 4 si prova un risultato sulle successioni di tipo Fi-
bonacci e i triangoli di Pascal generalizzati, ottenuto in collaborazione
col Professore Giovanni Vincenzi. Tale risultato è stato pubblicato in
un articolo, Fibonacci-like sequences and generalized Pascal’s triangle.
Nello specifico sono state studiate le proprietà concernenti le diagonali
del triangolo di Pascal generalizzato T (k1, k2) costruito a partire da
due numeri complessi qualsiasi k1 e k2. Inoltre abbiamo introdotto
una particolare successione di tipo Fibonacci {Hn}n∈N i cui semi in-
iziali sono i due numeri complessi considerati. Analogamente al caso
del triangolo di Pascal, è stato trovato un legame tra le successioni di
tipo Fibonacci {Fn}n∈N e la successione delle diagonali {Dn}n∈N che
abbiamo costruita.

In particolare è stato provato che la successione {Dn}n∈N delle
diagonali del triangolo di Pascal generalizzato T (k1, k2) è ricorsiva e
in più vale la seguente relazione:

Teorema Siano k1 e k2 numeri complessi. Sia {Dn}n∈N la suc-
cessione di diagonali associata al triangolo di Pascal generalizzato
T (k1, k2) e sia {Hn}n∈N la successione di tipo Fibonacci di semi ini-
aziali k1 e k2. Allora vale la seguente identità:

Hn −Dn = Fn−3(k2 − k1),∀n ∈ N.
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