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GIRGfl LA DETERIWIfIAZIOfIE

del primo ed ultimo angolo di una poligonale topografica

svolta tra due punti trigonometrici.

Se tra due punti trigonometrici A, T voglia svilup-
parsi una poligonale topografica, € necessario determinare
I'angolo x (fig. 1),. compreso tra le rette congiungenti il
punto A con un altro punto trigonometrico qualunque M,
e col punto poligonometrico
C, allo scopo di ottenere lo
azimut di A su C, dal quale
dipendono le coordinate dello
stessoC, riferite agli assi A, F.
Analogamente occorre poi
misurare lI'angolo x' al punto
trigonometrico d’ arrivo, T,
per conoscere se l'azimut di
T su K risulta in tolleranza
con quello dato dalla trian-
golazione. Per azimut va
inteso 1'angolo che 1’ asse
delle X, diretta al nord, for-
ma con una retta qualunque
passante pel punto trigono-
metrico.

Nell'eseguire pero in ge-
nerale una poligonazione to-
pografica, alcune volte puo
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verificarsi che riesca impossibile accedere sul punto tri-
gonometrico A, a meno che non si vogliano adoperare
mezzi straordinari, che esigono molto tempo e molto la-
voro. Altre volte pud accadere che vi si riuscira a giun-
gere, ma solo dopo gravi difficolta e dopo molta perdita
di tempo a danno dell’economia e speditezza delle opera-
zioni; specialmente quando, trattandosi di eseguire la po-
ligonazione di vaste zone, come nei lavori catastali, é
indispensabile determinare un numero considerevole di
angoli analoghi ad x. E pud infine ancora verificarsi che
sia facile adattarsi la sola stadia sul punto A, ma non il
tacheometro.

Da ci0 segue che o non potra addirittura misurarsi
il detto angolo x direttamente, mediante gli ordinari me-
todi delle stazioni goniometriche in centro ed ex centro,
0 si eseguira pure la misura, ma solo in seguito a non
lievi difficolta ed inconvenienti.

Si nota intanto che se A C ¢ il primo lato della po-
ligonale, sara lo stesso x l'angolo occorrente per ottenere
il primo azimut, e quindi le coordinate di C\ se invece
AC é I'ultimo lato, sara 4 retti — x I'angolo necessario
per verificare se hazimut di A su M é in una accettabile
tolleranza con quello dato dalla triangolazione. Inversa-
mente avverrebbe se il punto d’orientamento sia collocato
dalla parte opposta del lato AC, per esempio in Mr

Cio premesso, si potra sempre determinare la distanza
AC o mediante la stadia (Qquando con essa si possa acce-
dere sul punto trigonometrico) o mediante un triangolo
ausiliario, come ACH, scelto in modo che riesca facile
misurare il lato CH e i due angoli adiacenti 0, t.

D’altra parte la distanza AM é data dalla triango-
lazione, perché lato di un triangolo trigonometrico, e I'an-
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golo ACM (a) si potra misurare col tacheometro, eseguendo
la stazione sul punto C. Con tali dati quindi (ponendo
AC—L; AM = B), dal triangolo AMC si avra:

sen o= sen a - M
B

Ottenuto l'angolo o si otterra pure
X — 2 retti— a— @ (2)

e Terrore di ® si riportera su x, ma col segno contrario.

Per ottenere quindi Tangolo x non €& necessario ac-
cedere sul punto A; restera invece determinato dalle (1)
e (2), dopo misurati solamente I'angolo a e la distanza
AC, essendo AM, come si & notato, compreso tra i dati
della triangolazione.

Si osservi che nei casi ordinari la distanza L € molto
piu piccola della AM (lato di un triangolo trigonome-
trico). Risultera, per conseguenza, I'angolo ® sempre acuto;
e, ponendo mente che il rapporto dei lati &€ uguale a
quello dei seni degli angoli opposti, risultera pure molto
minore di a o del suo supplemento a due retti, secondo
che a é acuto o ottuso, qualunque sia la posizione di M.

Per a= un retto, ® assumera il massimo valore, diven-
tando sempre piu acuto a misura che a cresce o dimi-
nuisce rispetto all’angolo retto. Il valore di @ quindi dato

dalla (1) sara, per conseguenza, l'angolo acuto corrispon-
dente a sen m e non l'ottuso supplementare. Si ottengono
due triangoli pei due valori supplementari di o solamente
guando per questo risulti un angolo acuto maggiore di a,
il che pud avvenire solo quando L sia maggiore di B.
Ma tale ipotesi, non potendo verificarsi nel caso in esame,
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resta affatto esclusa anche dalle altre considerazioni che
si espongono.

Se a, L e B sono variabili indipendenti, differenziando
la (1), si ottiene:

d sen B= _L

BAdL—LdB, 43)
B2

Da questa equazione si vede in generale che per dati
valori di a, L e B e per dati errori commessi, d sen @
in valore assoluto sara il maggiore possibile quando i ter-
mini del 2.° membro risultino tutti dello stesso Segno; e

perché cio possa avvenire €& necessario che il segno di d L
sia contrario a quello di d B.

Ccos aéa# sen a

Occorre pero innanzi tutto considerare che se » N
B 10

circa, B sara sempre molto acuto, e giungera al massimo
a 5°,43' sessagesimali circa, solo nel caso che a sia di un
retto: di piu in un angolo molto acuto, come 03, le pic-
cole quantita di cui si fa variare il seno costituiscono
quasi i seni dei piccoli angoli, dei quali varia I'arco. Or
il 1.° termine del 2.° membro della (3). & trascurabile
guando su a siasi commesso un errore piccolo, giacché

esso diventa al massimo ~ d d (1 _d anell'ipotesi ammessa )
B y10 *
per a= zero o a due retti, tendendo invece ad annullarsi
guando a si approssima all’angolo retto. E se su a si com-
mette l'errore di 2 minuti primi, il detto l.° termine, al
massimo, diverra una quantita corrispondente circa al seno
di 12", e quindi anche di 12' circa sara Terrore dell'an-
golo @, per quanto piu sopra si € notato. Se si considera
pero che a puo misurarsi con sufficiente approssimazione,
a causa delle notevoli distanze dei punti A ed M da Q\
e che e bene eseguire con molta accuratezza la misura
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di tale angolo affinché il suo errore, anche che o risulti
esatto, non ricada sul valore di x, si & indotti a conchiu-
dere che la piccola inesattezza di a influira solo insensi-
bilmente sulla determinazione del vero valore di @ Anche
che su a si commetta l'errore di un minuto primo sessa-
gesimale, quello di ® al massimo sara di 6", quantita
affatto trascurabile per gli angoli di una poligonale to-
pografica.

Di maniera che, per esaminare quale errore valuta-
bile perverra a sen o, e quindi ad o, basta tener conto
solamente di quella dipendente dalla quantita costituente
I'altra parte del 2.° membro della (8), alla quale espres-
sione si riduce d sen o quando, per cid che si & esposto,
a si considera costante. Tale quantita, per dati valori di
L e B e per dati errori commessi su di esse, in valore
assoluto sara la maggiore possibile quando a= un retto
e d B, dL sieno di segno contrario. Ma diverra molto
minore se invece cresce la sola distanza B. Si osservi an-
cora che qualunque siano i valori di L, B ed a, verifi-

candosi BdL —L dB — o, ossia? — I'errore di ®
L dr"

si annulla. Cio é possibile solo quando d B, d L siano
dello stesso segno o uguali a zero.
Intanto la (3) diventa

BdL—LdB @)
B2

d sen = sen a

Qualora gli errori d L, d B siano quantita non infi-
nitesime, si avrebbe effettivamente (indicando con AL, AB
tali quantita):

BkL—L\B 6)
B (B -f AB)

Asen = sen a
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Si consideri, p. es., il caso in cui a sia di gradi
sessagesimali 60, 10, 19 ; L — m. 198.90, B = 2048,50
[
B 10 j
Si avra, calcolando w con la (1):
9.93828
2,29863
6,68856
log :sen w= 8,92547
w= 4°49'55",

Suppongasi che sulle vere distanze indicate di L e B
siansi commessi gli errori di m. 0,70 e m. 2,00 rispetti-
vamente. Come deducesi dalla (5) I' errore massimo di
sen m, e quindi di w, si otterra, restando costante a, quando
i dinotati errori lineari siano di segno contrario, e dalla
stessa (5) risulta che il detto errore di w, coi dati sup-
posti, sara positivo per d L positivo e d B negativo, sara
invece negativo nell’ ipotesi inversa. Se si assume percio:

a= 60° 10" 19"
L = 198,90 + 0,70 = 199,60
B — 2048,50 — 2,00 = 2046,50

I'’errore dovra essere positivo.
Infatti [applicando I'equazione (1)]:

9.93828

2,30016

6,68899

log sen wi= 8,92743
o =4° 51' 14"
= 4° 49" B5"

A= 0°r i9".
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Se nel 2.° membro della (4) si sostituiscono alle lettere
i valori numerici, e a d L, d B rispettivamente 0,70; 2,
ne risulterebbe un valore lineare quasi uguale alla diffe-
renza dei seni dei due valori determinati di ® ed og (con
un errore di 2 milionesimi). Cio perché i supposti errori
sono molto piccoli rispetto alle lunghezze L e B. Inoltre
il detto valore lineare riesce eguale a sen 1,19 (cioe
A sen cg), in conseguenza di quanto piu sopra si & osser-
vato circa la variazione dei seni degli angoli molto acuti.

L’ errore angolare negativo dipendente dagli stessi
dati in valore assoluto risulta anche di 1 19" circa, sia
perché @ é molto acuto, sia perché gli errori sulle lun-
ghezze L e B sono molto piccoli.

Posto a= un retto (ipotesi piu sfavorevole, come si
€ notato) lasciando invariati gli altri dati, Terrore di ®
diventa di 1' 30 circa.

Per conseguenza quando i valori di L e B non si
allontanino molto da quelli indicati, conservando il rap-
porto di circa */10 (tanto meglio pero se la B sia mag-
giore), I'errore di ® raggiungera il valore massimo di
T 80 circa, solo nell'ipotesi piu sfavorevole, cioé quando
gli errori lineari sieno di segno contrario, ed a si appros-
simi all’ angolo retto.

E necessario ora osservare come possa verificarsi che
il punto A, derivato in generale da punti trigonometrici
d’'ordine superiore, come M, S U (fig. 2), risulti dai dati




della triangolazione ugualmente spostato, non gia nel
senso della retta M A, ma in un senso qualunque, secondo
le rette SA, UA E manifesto che in tale ipotesi lo
spostamento potra produrre un errore sensibile sull’'azimut
di A suM; e se la A M si avvicina ad uno dei due assi
coordinati, mentre lo spostamento di due metri risulti
guasi normale ad essa, l'errore assoluto angolare dell’azi-
mut di A su M avra per tangente il valore 2 cui
corrisponde un angolo di 3' 20" sessagesimali circa.

Si vede quindi che qualora sulle lunghezze L e B si
fossero commessi i supposti errori, I'angolo X, e per con-
seguenza il 1.° azimut della poligonale, avrebbe un errore
molto minore di quello dipendente dalla triangolazione
p3r analoga ipotesi di spostamento dei soli punti trigo-
nometrici.

Ma se, d’altronde, si considera che una triangolazione
bene eseguita non ammette I'errore supposto su B, e che
qguello ritenuto su L & anche esagerato, potendosi al mas-
simo concedere una tolleranza di 80 cm. su 100 metri,
si deduce che I errore di w, ossia di x, Si manterra sen-
sibilmente inferiore ad un minuto primo sessagesimale,
guando B si avvicini a due chilometri, L non superi i
200 metri, ed a si allontani alquanto dall’ angolo retto.
Si noti pure che se d B, d L siano dello stesso segno, una
maggiore lunghezza per L, come appare dalla (4), influi-
rebbe a scemare I'errore di o ma e impossibile conoscere
il segno degli errori che possono commettersi.

Le suesposte considerazioni inducono a conchiudere
che il metodo indicato per la determinazione del primo
ed ultimo angolo delle poligonali topografiche spesso potra
riuscire non solo piu agevole, ma pure piu esatto, a causa



delle speciali condizioni in cui trovansi taluni punti tri-
gonometrici. Anzi é forse il caso di esaminare se non sia
piu conveniente seguire quasi sempre tale metodo, spe-
cialmente nei rilevamenti catastali* ove, come si é notato,
per ogni poligonale occorre determinare due angoli ana-
loghi ad x.

Si crede utile pero aggiungere un’ ultima osservazione.

Nell ipotesi ammessa relativamente ai valori di L e
B, (0 risulta sempre molto acuto, e, qualunque sia il grado
di acutezza, il suo errore dipendente da quello di a non
pud mai eccedere */10 dell’ errore di a; si & pure notato
come tale errore di ® e trascurabile. D’altra parte la (4)
mostra che guanto piu acuto o piu ottuso é < tanto mi-
nore diventa l'errore di ® dipendente da quelli commessi
sulle lunghezze L e B\ quindi il caso in esame, in cui
si tratta di determinare un valore angolare, richiede cri-
teri diversi da quelli che & necessario seguire nella deter-
minazione dei lati dei triangoli trigonometrici, pei quali
occorre evitare che l'angolo opposto ad una data base ri-
sulti molto acuto o molto ottuso.

Ing. Enrico Morrone.






Ing. EMORRONE

SULLA" DETERMINAZIONE

DELLE

COORDINATE DI ALCONI SPECIALI' PUNTI DI STAZIONE

NElI RILEVAMENTI TACHEOMETRICI

( Nota pubblicata sul Monitore Tecnico del 20 gennaio 1900 )
- :' = ——
e ,( ,\\VQA
7
PENS

SALERNO
Stab. Tip. Fratelli Jovane

1900






SULLA DETERMINAZIONE DELLE COORDINATE

di alcuni speciali punti di stazione nei rilevamenti tacheometrici

Alcune volte, nell'eseguire un rilevamento topogra-
fico mediante il tacheometro, pud avvenire che sia utile
determinare un punto P (fig. 1), situato nella parte cen-

trale della superficie circoscritta dalle poligonali A.....
N; N.... l; E; A E. — Ed infatti, trattandosi
di un latifondo della stessa coltura, supposto che, oltre i
confini, debbansi solamente rilevare dei particolari siti
nelle prossimita del centro di esso, o altri, i quali, comin-
ciando dalle vicinanze di P e seguendo una direzione
gualunque, si prolunghino sino alla periferia, riuscira su-
perfluo allo scopo di sviluppare completamente una linea
tra due punti opposti delle poligonali, come S, G; P, H, ecc.
Nella prima delle due indicate ipotesi evidentemente sa-
ni —



- 16 -

ranno inutili tutti i punti poligonometrici situati da en-
trambi i versi del punto P; nell’altra ipotesi invece sa-
ranno utili i punti situati da un verso solo, e cioé quelli
che seguono le linee da rilevare. — Quindi P, o sara da
solo sufficiente con I’ eseguirvi una semplice stazione ta-
cheometrica, o potra essere punto d’attacco d’'una delle
poligonali, come P... D; P E; P..... M, ecc.

In ogni caso sara indispensabile conoscere le coordi-
nate, e qualora vogliasi evitare di determinarle mediante
il metodo di Pothenot, il quale richiede sempre lunghe
calcolazioni, si potra fare in modo che il detto punto P
cada sulla retta congiungente due punti poligonometrici
qualungue opposti delle poligonali circoscritte al latifondo,
per esempio sulla retta F N. In tal maniera, poiché sono
note le coordinate dei punti F ed N, come di tutti gli
altri vertici delle anzidette poligonali, risulta che si po-
tranno pure determinare gli angoli formati dalla stessa
retta F E con gli assi coordinati X ed P, cui si riferi-
scono tutti i punti trigonometrici e poligonometrici della
zona da rilevarsi. Per conseguenza, misurati i tratti F P,
P E della retta F E, saranno agevolmente conosciute pure
le coordinate di P, tanto derivandole dal punto P, quanto
dal punto E. In generale tali due coppie di coordinate
differiranno di una piccola quantita; onde potra per esse
assumersi la media dei due risultati.

Se dinotasi quindi con a lI'angolo che la retta F E
fa con I'asse X, si avra evidentemente:

tang a== — - | .. b

e pei valori delle coordinate di P:
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Xp— Xf— F P cosa= xn+ X P COS @ ..cceennns (2)

YP—yf— F P sena= yn+ X P sen a,.......... (8)
in cui xf, yfi Xp, Yp\xn\yn, sono ordinatamente le coor-
dinate dei punti F, P, iV.

Per riscontro delle operazioni occorre che risulti pure:

———————————— xf—xn yf—yn
FP+ PN = - = — ... ¥
cos a sen a

ammettendo perd sempre un errore tollerabile.

Ma puo inoltre accadere che per cause diverse riesca
molto disagevole misurare i tratti F P, P N, ciascuno
dei quali potra anche superare i 500 o 600 metri. Infatti
e facile considerare come si vada incontro a molteplici
inconvenienti nell’eseguire la misura dei detti tratti, sia
con le canne o pertiche o nastro d’acciaio, sia col tacheo-
metro e stadia, qualora la superficie circoscritta dalle po-
ligonali si trovi, per esempio, ingombra di folte piante
erbacee o da altri ostacoli.

In tal caso pero potra sempre misurarsi col tacheo-
metro I'angolo che la retta N F forma con un’altra,, che
passi anche per P e per un vertice qualunque di dette
poligonali, per esempio P D. D’altronde la N F, riferita
ai suindicati assi X Y, puo indicarsi con un’equazione,
della quale una forma e:

Di questa retta fanno parte i punti F ed N di coor-
dinate note; per conseguenza deve anche verificarsi:

yf= kxf Xhj

Q)

yn=k xn+ h\

\Y
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Le due ultime equazioni (6) offriranno i valori delle
costanti k ed h: il valore di k, che & la tangente trigono*
metrica dell’angolo formato dalla retta con l'asse X (tg a),
risulta, come deve avvenire, identico a quello dato in-
nanzi dalla (1); e per h si ha:

h= yf— tang a xf= yn— tang a xn, ............ (7)

che é la parte intersecata dalla retta sull’asse Y.

Inoltre, qualunque sia la posizione delle rette F P N
e P D, si avra sempre, come pud agevolmente dedursi
dalla figura 1:

a= a+ 2retti—p .oovvvneeee (8)

indicando con a’' I'angolo formato dalla P D con l'asse X,
e con p I'angolo N P D. Dell’angolo a si conosce la tan-
gente trigonometrica data dalla (1), I'angolo B potra mi-
surarsi col tacheometrico; per conseguenza a' resta deter-
minata da quest’ ultima equazione (8).

Di maniera che I'equazione della retta P D riferita
agli stessi assi, potendo essere di forma identica alla (5),
avra per k un valore corrispondente a tag a', che pud
indicarsi con k'; e siccome il punto D, di coordinate note,
xd, yd, trovasi sulla retta P D, la nuova h, ossia F, re-
stera determinata dalla stessa (5), quando a k si sosti-
tuisce tang a', e ad x ed y le coordinate conosciute xd,
yd del punto D. Sara quindi:
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Dalle due equazioni (5) e (10), in cui, per quanto si
€ esposto, risultano agevolmente determinate le guantita
k, h, K\ h\ considerate coi convenienti segni, resteranno
conosciute le coordinate del punto P, intersezione delle
due rette. Se infatti s’ indicano con Xp ed Yp le coordi-
nate di P, risulta:

Yp— 5

Si noti che, se il punto P sia situato con sufficiente
esattezza sull’allineamento F N, il risultato non ha bi-
sogno di verifiche, qualora i calcoli numerici siano ese-
guiti senza errori. Il solo errore d’osservazione pud com-
mettersi sull’'angolo p; percio é utile misurare anche I'an-
golo D P F (p’), poiché P+ P deve risultare uguale a
due angoli retti.

E evidente poi, come pud dedursi anche dal calcolo,
che la condizione migliore perché il punto P riesca me-
glio determinato €& la perpendicolarita delle due rette
F X, D P; ed, in ogni caso, una inesattezza sul valore
delle coordinate dei punti F, N ed un errore commesso
nella misura dell’angolo p possono produrre uno spostamento
angolare in ciascuna delle due indicate rette. Segue che per
guanto piu distante dai vertici degli spostamenti angolari
avviene |’ intersezione, tanto maggiore diventa lo sposta-
mento lineare del punto P; ma nel caso in esame, qua-
lora le due rette siano quasi ad angolo retto, tale sposta-

— VIl —
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mento di P (fig. 2) non potra superare il valore indicato

da circa:

/ 2 2
V P B nn 1" + P kK n sen I”

Si sono indicati con n sen 1’ e ri sen 1’ i valori dei
seni dei due piccoli errori angolari, dei quali uno s im-
magina costituito da un numero n e lI'altro da un numero ri

di minuti secondi. Supposti P D e P F uguali rispetti-
vamente a 600 e 500 metri, e lo spostamento angolare
di ciascuna delle due rette uguale circa ad I',80” sessa-
gesimali, la (12) da un valore di circa m. 0,35, errore
guasi inevitabile anche per punti trigonometrici determi-
nati con un teodolite, che dia i 10 minuti secondi d'ap-
prossimazione. Gli errori inevitabili, di cui si & accennato,
sui rispettivi valori dalle coordinate di F, F e D possono
produrre in ciascuna delle due rette anche un piccolo
spostamento parallelo, il quale, secondo 1 ampiezza ed il
segno diverso, influira ad aumentare o diminuire lo spo-
stamento di P dato dalla (12).

Vili —



E superfluo aggiungere che si ottengono analoghi ri-
sultati e le stesse considerazioni valgono sempre, qualun-
gue sia la posizione delle poligonali e delle rette Pi), P N,
rispetto agli assi coordinati X, Y. — Perd & sempre utile
pel calcolo, trattandosi di rilevare zone molto estese, lo
scegliere gli assi coordinati in maniera che le & ed y dei
punti trigonometrici e poligonometrici compresi nella zona
risultino tutte positive; e cio e anche prescritto dalle
istruzioni vigenti per la formazione del nuovo Catasto in
Italia.

Occorre altresi osservare che, qualora riesca agevole
adattare un punto P, del quale si cercano le coordinate,
sull’allineamento di due altri punti trigonometrici, esso
potra essere determinato nello stesso modo su esposto senza
ricorrere al metodo Pothenot.

Si riporta infine un esempio numerico, nell ipotesi
che non si possano misurare i due tratti rettilinei FP, P N,
ed immaginando che tutte le poligonali si trovino nell’ an-
golo nord-est degli assi (come nella fig. 1); poiché cosi,
secondo si € notato innanzi, riusciranno positive le x ed y
di tutti i punti. Sia quindi:

xf — 9417 Xn— 237,4 xd= 734,8
yf = 7123 yn= 3299 yd= 884,5
P = 134° 51'30”

P = 45° 08 30"

P+ p = 180° 00'00”



22 —

Con tali dati, dalla (1) si ha:

712,3 — 829,9
T e —— = 0,54295;
941,7 — 237,4

log k= log tg a— 9,73476 — 10
a= 28°3000";

e per la (7):

h — 712,3 — 0,54295 X 941,7 =
329,9 — 0,54295 X 237,4 = 201,01.

Sicché l'equazione della retta F N per la (5) diviene:
y = 0,54295 x + 201,01 ........... (f)
D’ altra parte la (8) da:

a’ = 28°30'00” + 180° — 134°, 61" ,30” = 73° 38" 30" ;
F = tg a = 3,40685.

Quindi dalla (9):
F = 8845 — 3,40685 X 734,8 = — 1618,86;
e I’equazione della P D per la (10) diviene:
y — 3,40685 oc — 1618,86............. Q).
Risolvendo le due equazioni (f), {g), si ottiene in fine:

x = Xf — 635,45
y — Yv— 546,03

che sono le coordinate richieste del punto P.

X
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E importante notare, a scopo di brevita delle opera-
zioni, che riesce superfluo impiantare le equazioni (*), (g)
per trarne i valori di Xp, Yp: questi si otterranno imme-
diatamente dalle forinole (11) quando si saranno cono-
sciute le quantita k, h, k\ h\ nel modo indicato innanzi.

Nell’esempio, esposto per semplice chiarezza di quanto
si & svolto, e stata assunta una posizione qualunque per
le due rette F P, P D. Convien sempre perd che queste
sieno disposte ad angolo retto quanto piu & possibile : per-
che in tal modo, come di sopra si & accennato, riusciranno
piu esatti i valori delle coordinate di P.

Ing. Enrico Mortone
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sulla riduzione degli angoli al centro di stazione

goniometrica.

Nelle operazioni geodetiche e topografiche & necessa-
rio conoscere gli angoli compresi (fig. 1) tra le rette S
M, S M'.... e simili (congiungenti il punto di stazione S
con gli altri M, M'.... ) e la direzione S K, passante per
lo stesso punto di stazione S e per la linea iniziale della
graduazione angolare costituente il lembo dello strumento.
Or se dal punto S si collimano con I'asse ottico del can-
nocchiale di un goniometro (teodolite, tacheometro, ecc.)
i detti punti cerne M, M'...., le rette S M, S M
comprenderanno con la direzione 8 K angoli indicati dal-
I"istrumento con la semplice lettura dei noni. Ma, ove
non possa eseguirsi la stazione su S, si potra collocare il
goniometro in un punto A, prossimo ad S; ed allora, im-
maginando che S K sia parallela alla direzione A K, con-
giungente il punto eccentrico A con lo zero della gradua-

zione, tirate da A le parallele ad S M, S M'.... eviden-
temente (per essere a, a4, ... rispettivamente uguali a
SMA, SM1A....) gli angoli M A K\ M"A K".... , Si

potranno ridurre ai valori richiesti M S K, M’ S K..... ag-
giungendo o sottraendo a ciascuno di essi le correzioni
a, a4,.... ecc. Sempre che i punti da collimarsi siano a
destra di chi dal punto eccentrico guardi quello di sta-
zione, la correzione angolare deve aggiungersi, qualunque
sia la posizione di A rispetto ad S, come Ai Ag.... e si-
mili nella fig. 1. Viceversa la correzione deve sottrarsi se
m
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I punti da essere collimati si trovino invece a sinistra.
In altri termini, se la graduazione angolare segue il senso
degl’ indici di un orologio, la correzione sara positiva o
negativa secondo che, partendo dalle direzioni AM, AM’
gli angoli MAS, M’ A S..... risultano maggiori o minori
di due retti. Nella figura (1) e y> 2 retti; y'< 2 retti*,
percio la correzione a é positiva, at negativa.
Il triangolo A M S da:

r
sen a = D—SGI’] x (i)

posto AS= r; SM= D;A MAS— yY\A SMA — «
Occorre osservare che aé sempre un angolo piccolis-
simo, tanto che il suo arco si pud confondere col seno.

r
Infatti il rapporto—, anche nelle operazioni poligonome-

triche, in cui D & molto inferiore al chilometro, al mas-
simo assume il valore di i/® o I/9 circa; nel qual caso
I'angolo a eccedera di poco il grado sessagesimale, ammessa
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pure la condizione del massimo valore assoluto di sen vy,
cioé y uguale ad un retto o a tre retti. Segue da cio che,
dividendo il 2.° membro della (1) per sen 1', si otterra
il numero dei minuti secondi costituenti I'angolo @ La
(1), cioe, diverra:

r seny

D sen I 2,

che é facilmente calcolabile in logaritmi.
Considerate ora le quantita r, D, y come variabili in-

dipendenti, differenziando la (1) si ottiene:

r cos sen r sen
dsena= ----—ydy 4-——y- dr yO ... (3
D ua D

Il secondo membro di quest' ultima eguaglianza (8),
essendo costituito di piccolissime quantita lineari, il pic-
colo angolo corrispondente a d sen a@risultera uguale (am-
messo un errore infinitesimo ) alla somma algebrica dei
tre valori angolari, dei quali i seni sono rispettivamente
indicati dai termini del 2.° membro.

Cio premesso, esaminando la stessa eguaglianza (8),
si nota:

1. ° L’errore di @sara massimo in valore assoluto, per
dati errori commessi sulle quantita r, y, D, se risultano
dello stesso segno tutti e tre i termini del 2.° membro.
Quindi in tale ipotesi conviene che ognuno dei tre ter-
mini assuma il minimo valore. Si vede pure che i segni
dei tre termini possono essere tali da rendere affatto in-
significante I'errore di @ ed anche annullarlo.

2. ° Per dati valori di y l'errore di @ sara tanto mi-

VvV —



nore per quanto maggiore é la distanza D e per quanto
minore € r.

3. ° L’ angolo y, non conoscendo I'entita né il segno
di ciascun errore commesso su di esso e sur e D, puo in-
differentemente assumere qualunque valore compreso tra
zero a 4 retti; giacché il 1.° termine ha il suo coseno per
fattore, mentre gli altri due contengono il seno.

- - - - - - Y r
4. ° Considerati i diversi valori che pud assumere —,

secondo che si tratti di poligonazioni o di operazioni tri-
gonometriche differentemente importanti, e posto mente

Fd g 7 F72 w2 1) re 73 70 w5 v

all’errore che nei diversi casi puo foderarsi sull’angolo a,
si scorge dal 1.° termine che non € necessario misurare
esattamente I'angolo vy, il quale, come facilmente potrebbe
verificarsi, pud ammettere anche un errore di 10 minuti
primi sessagesimali. ( Nelle ordinarie triangolazioni topo-
grafiche e poligonazioni, possono verificarsi errori anche
superiori al grado sessagesimale ).

5. In ogni caso si tratti di poligonazioni o triango-
lazioni, e quindi qualunque sia il valore di _D, € neces-
sario, come risulta dal 2.° termine, che I'errore d r dei-
fi eccentricita sia molto piccolo; e cid quanto piu y si



avvicina ad uno o a tre retti. Generalmente e tollerabile
per r un errore inferiore al centimetro.

. r .
6.° Non & necessario, per essere — una frazione molto

piccola, conoscere esattamente la distanza Z>, massime
guando questa supera il chilometro. Se poi D & compresa
tra 100 a 300 metri circa, come nelle operazioni poligo-
nometriche, occorre conoscerla tanto piu esattamente per
guanto maggiore €& l'eccentricita r ed anche per quanto
piu y si avvicina all’angolo retto o a tre retti. Cid ri-
sulta del 3.° termine.

Del resto I'esattezza delle tre quantita r, y D e su-
bordinata all’importanza dell’ operazione, dovendosi prin-
cipalmente porre mente all’errore che puo tollerarsi sul-
I angolo a

Qualora si tratti di operazioni poligonometriche per
rilevamenti topografici, ove gli angoli si valutano con
un’ approssimazione non inferiore ai 30 secondi sessagesi-
mali, pud ottenersi il valore di a, dato dalla (2), in unita
di minuti primi, dividendo il 2.° membro per 60. Si avra,
cioe:

D sen 1" x 60

Siccome il seno di un minuto secondo sessagesimale
e circa uguale a 0,000005, trovato pure mediante le tavole
logaritmiche il valore di sen y, si potra approssimativa-
mente vedere se il 2.° membro della (4) sia inferiore o
superiore ad I/t. Nel 1|.° caso la riduzione é affatto tra-
scurabile, poiché essa risulta inferiore a 30" sessagesimali
(ove occorra, si potrebbe sempre calcolare); nel 2.° caso

Vil
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si potra determinare a coi logaritmi, nello stesso modo
che a” della (2).

Siffatta determinazione di a risulta molto spedita:
ma, ove mai voglia usarsi un procedimento grafico, si
osservi che la (4) pud anche scriversi:

D sen 1" x 60 r

ST TR SR — (5)-

Segue che a’' é la quarta proporzionale in ordine alle
guantita D sen 1 X 60, sen y, r. Quindi, tracciati i due
lati di un angolo come nella figura (2), assunta ad arbi-
trio una unita lineare, staccando AB D sen 1" X 60;
AC= sen y; AL — r, congiunto B con C e tirando da
L la parallela a BC, sino ad incontrare in M il prolun-
gamento di AC, risultera AM — o in unita di minuti
primi, positiva o negativa, secondo che, giusta si & av-
vertito innanzi, y € maggiore o minore di 2 retti. Essendo
sen 1" x 60 una costante uguale a 0,0002908 circa, si
potra calcolare agevolmente, secondo i casi, la quantita D
sen 1 X 60. Si osserva che, assumendo per tale opera-
zione il centimetro come unita di lunghezza, evidente-
mente il chiesto valore di a potrebbe in alcuni casi non
esser compreso sul foglio di carta, di cui si dispone; e
d’altra parte la quantita sen y, e massime l'altra D sen
1" X 60 potrebbero, al contrario, diventare si piccole da
rendere praticamente difficilissima, se non impossibile, la
indicata costruzione grafica. Ad evitare tale inconveniente,
assunto pure il centimetro per unita di misura, conviene,
come puo farsi con facilita, mentalmente, moltiplicare per
100 la quantita D sen 1’ x 60, per 10 il valore di seny
e per 5 il valore di r. E facile vedere che in tal modo si

VI
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avra per a’, in valore assoluto, un segmento ridotto a meta
del vero: ossia per ottenere & in numero di minuti primi,
bastera raddoppiare il numero dei centimetri di cui risulta
il detto segmento. In tale segmento verra quindi a rap-
presentare un minuto primo ogni mezzo centimetro, lun-
ghezza sufficiente a non risentire gli errori di graficismo,
come potrebbe avvenire se I'unita lineare fosse molto pic-
cola, per esempio il millimetro. Ed anche la intersezione
(v. fig. 2) nel punto M risulta pure con rette non molto
obblique fra loro (altra causa d’errore).
Come esempio si abbia :

r=m. 2,94 y = 76°25 D = m. 249,80.

Calcolando a’' con la (4), ponendo mente che log---------------
V *sen 1 x 60

e costante ed eguale circa -a 8.5868, si ottiene :
0,4683
9,9877
7,6024
3,5363

log a' = 1,5947
oC— — 39,33 = — 39,20". Il segno di al € nega-
tivo perché y < 2 retti.
Volendo applicare il metodo grafico, si ponga:

D sen1" X60X 100 = 249,8 sen " X 60 X 100= 7,27=AB
sen y X10= sen 76°25 X10= 9,72= AG
r X5 = 2,94 X5 = 14,70= AL

Staccati gl’ indicati valori di AB, AC, AL (fig. 2),
assumendo il centimetro per unita grafica, congiunto B
con C, tirata LM parallela a BC, risultera AM (che é di

IX —
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centimetri 19,65) meta di «; quindi & (da considerarsi
col segno negativo)= 2x—19,65=— 69',30= — 39',18",
valore differente da quello trovato con la risoluzione nu-
merica per soli due secondi. E interessante notare che
non occorre molta accuratezza nell’ eseguire la indicata
costruzione grafica ; giacché, quantunque si commetta un
millimetro di errore sul segmento AM, @ si allontanerebbe
dal vero di non oltre 12 secondi, (cioé */5di un minuto
primo) trascurabili per gli angoli di una poligonale topo-
grafica.

Il prodotto D sen 1I' x 60 X 100 potrebbe pure de-
terminarsi con la seguente tabella, in cui sono indicati i
diversi valori di tali prodotti supponendoD = 1;D = 2;.
D = 10:

Valori di D 1 -2 3 4 5

Valori
D sen " X 60 X 100 0.029088 0,058176" 0,087264' 0,116352* 0,145440

Valori di D 6 7 8 9 10

Valori ‘
D sen " X 60 X 100 0,174528 0,203616 0,232704 0,261792 0,290880

E evidente che si otterranno cosi tutti i valori delle
nove cifre significative moltiplicate o divise per 10, 100....
ecc., mediante semplici spostamenti di virgola. Per un
numero qualunque, come quello dell’ esempio indicato, Ssi



tratta in conseguenza di eseguire una somma. Infatti si ha:

Per 200 .......ccoonnnnn. 5,818
- 40 1,163
» 9 0,262
» 0,8 i, 0,023
Per 249,8 ........cccccoouennnn. 7,266

Si aggiunge infineche, trattandosi di angoli misurati
con teodolite o tacheometro a graduazione centesimale,
la (4) diventa:

r sen
et y (5) bis;
D sen I” X 100

in cui i valori angolari y ed 1' sono centesimali, ed A ri-
sultera in minuti primi centesimali. Anche a”, potra
quindi determinarsi con identico procedimento grafico, po-
nendo mente pero che y ed 1' della formola (5) bis, es-
sendo angoli centesimali, occorrerebbe una nuova tabella
pei valori di D sen I' x 100 X 100.

Ing. Enrico Morrone
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SULLA TRASFORMAZIONE

DELLE COORDINATE PIANE ORTOGONAL.I

I punti stabiliti su di un piano per una ragione
gualsiasi sogliono generalmente individuarsi mediante una
coppia di coordinate riferite a due assi ortogonali situati
nello stesso piano. Or se i punti A, B, C............... e Si-
mili (fig. 1), date per coordinate rispetto agli assi orto-
gonali OX, OY, di origine 0, vogliano, per una causa
gualunque, riferirsi invece ad un’altra coppia di assi pa-
ralleli ai primi, come 0’ X, 0" Y, di origine 0', & ne-
cessario che di uno qualunque fra essi punti, per esempio
A, siano conosciute le coordinate rispetto ad entrambe le
coppie di assi. In tale ipotesi si vede come restano cosi
subito conosciute pure le coordinate della nuova origine
0’ rispetto agli assi di origine O, e siano xO0l, yOl

Se in oltre si dinotano con xh yb le coordinate note
del punto B rispetto agli assi di origine 0, e con x\, y\
le coordinate da determinarsi delle stesso B rispetto ai
nuovi assi di origine O\ si otterra agevolmente dalla
% ()=

X\ = xb— ay) m

— y\ = 2/6 — Po'

Dall’esame della stessa fig. (1) si scorge che, comunque
si trovi disposta la nuova origine 0’ rispetto ad OX ed
QY, le forinole (1) sono atte a determinare le coordinate
di qualunque punto riferite ai nuovi assi 0’ X, 0’ Y\

in
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purché ciascun termine a 2.° membro sia considerato col
relativo segno, positivo o negativo, secondo i diversi casi.

Se quindi s’immagini che A, B, C.... .ecc., siano
punti trigonometrici determinati in seguito ad una trian-
golazione topografica, in considerazione della poca esten-
sione del territorio, potendosi trascurare la curvatura della
superficie terrestre, potranno riferirsi tutti a due assi or-
togonali tracciati nel piano orizzontale per uno di essi,
stabilito come origine. Si assume generalmente per asse
X la retta d’intersezione dei due piani, meridiano ed oriz-
zontale, condotti per l'origine: per asse Y la perpendico-
lare alla X. In conseguenza di cid ciascuno dei quattro
angoli formati dagli assi potra contenere un certo numero
degli stabiliti punti trigonometrici; e se il senso positivo
dei due assi (X, Y) va dall’origine rispettivamente a nord
e ad est, come nella fig. (1), solo i punti compresi nel
guadrante nord-est resteranno individuati da coordinate
positive, mentre quelli situati negli altri quadranti risul-
teranno con coordinate o entrambe negative (quadrante
sud-ovest), 0 una positiva e I’ altra negativa (quadrante
sud-est e nord-ovest).

Nell’ eseguire perd il rilevamento topografico di un
territorio, per cui occorre svolgere delle poligonali tra i
diversi punti trigonometrici, torna utile evitare che questi
risultino determinati da coordinate negative. A tal fine
bastera assumere per nuovi assi (v. fig. 1) altri paralleli
ai primi, aventi per origine il punto (per es. 0”), che sia
piu a sud e piu ad ovest di tutti gli altri. Cosi i punti
della rete trigonometrica, restando tutti compresi nel qua-
drante nord-est dei nuovi assi, risulteranno individuati da
nuove coordinate positive. E facile vedere che tale tra-
sformazione potra eseguirsi mediante le forinole (1), po-

v —
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nendo mente, come pure si & notato innanzi, al segno
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' i ol

= “? '::!é::jg%,“__;' i 7

!—.7'_' e e —va.x_‘b : oy

| ;{ ,‘,1 ,

| |

I~y 0 ‘ ——Giov w0 g

| ¥ A 27 | =
N
e Fig 7 <) \> CSATE (j/

che. secondo i diversi punti, assume ciascun termine dei
secondi membri.

A semplificare tale trasformazione delle coordinate
e a renderla facile, il piu delle volte & conveniente assu-
mere per origine dei nuovi assi un punto qualunque, an-
che non trigonometrico, affatto ideale, che sia distante
dagli assi originari per un numero di unita lineari costi-
tuito da una cifra significativa seguita da zeri. In tal
modo il calcolo delle nuove coordinate mediante le for-
inole (1) riuscira speditissimo, come si pud esaminare con
un esempio numerico. Di cio e fatta pure speciale men-
zione nelle istruzioni vigenti per la formazione del nuovo
Catasto nel Regno.

Anzi si osserva a questo proposito che un simile spo-
stamento riesce utile per entrambi gli assi nel solo caso,
in cui esistano ascisse ed ordinate negative tra tutte
quelle del sistema. Ma se invece le coordinate negative

Vv
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sono solamente costituite da ascisse (y), converra spostare
piu ad ovest nel modo anzidetto il solo asse X delle or-
dinate, mentre viceversa converra spostare a sud il solo
asse Y delle ascisse se i valori negativi delle coordinate
siano solamente tra le ordinate (%).

Per concretare quanto si é esposto con l'applicazione
del caso piu generale, indicando con x  xt.... yty2....
valori lineari positivi, si supponga che trovisi:

« punto P, di coordinate y{ nel quadrante nord-est
» Pt — N2, y2 sud-est
» P3 - A3 >~ \& sud-ovest
» Pi » X, —vy4 nord-ovest

Affinché il quadrante nord-est dei nuovi assi comprenda
tutti i punti del sistema, e evidente che la sua origine
deve essere di coordinate non solo negative rispetto alla
prima coppia di assi, ma anche in valore assoluto non
inferiori, ad una certa quantita dipendente dal punto tri-
gonometrico piu a sud-ovest fra tutti gli altri. Indicando

g
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con 0” I origine dei nuovi assi, suppongasi che, per lo
scopo anzidetto, le sue coordinate rispetto ai primi pos-
sano essere:

Xm= — 5000 y0'= — 6000.

Applicando le forinole (1) risulta:

X4= xt + 5000 rt= y4+ 6000

Xz= — x2+ 5000 r = y2+ 6000

X3= — x3+ 5000 y,= — Vz + 6000

X4= x4+ 5000 yt= — y4-t 6000.
nelle quali XIf Yt...... X4, Y4 indicheranno in valore
e segno le coordinate di P4......... P4 riferite ai nuovi

assi di origine 0”.

Qualora poi di un certo numero di punti trigonome-
trici riferiti agli assi ortogonali OX, 0 Y (fig. 2) si voglia
determinare le coordinate piane rispetto ad un altro si-
stema di assi d’origine 0’, situato lontano dall’ asse X
tanto da non potersi trascurare la convergenza angolare
al polo terrestre degli assi meridiani OX, 0’ X , & neces-
sario conoscere non solo I'angolo di detta convergenza (a),
ma anche, come .nel caso precedente, le due coppie di
coordinate di un punto qualunque (p. es. A) rispetto ad
entrambi i sistemi di assi ortogonali. Per tanto, indicando,
come innanzi, con xa ya\xh yb.......... e simili valori li-
neari positivi, siano: xa, ya; x\,— y\ le due coppie di
coordinate note del punto A rispetto agli assi di origine
0O ed 0'; e Xb yb le coordinate anche note del punto B
rispetto agli assi di origine 0. Sia in oltre u I interse-
zione del prolungamento di yb con la retta che misura xa\
e v il piede della perpendicolare condotta da u sulla or-
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dinata x\. Dall’ esame della fig. 2 si vede agevolmente
che per le nuove coordinate di B riferite ai nuovi assi di
origine 0’, risulta:

x\ X\ — 4» cos a+ Ay sen « j
Vb — Y\ — Axsena_ Aycos a) == @)
m cui
) G S Va yb-

Le forinole (2), analogamente a quanto si e notato
per l'altra specie di trasformazione gia esaminata, valgono
a determinare, come puo verificarsi, le coordinate di qua-
lunque punto riferite ai nuovi assi d’ origine 0’ quando
si tenga conto del segno da attribuirsi a ciascun termine
dei secondi membri. E cio qualunque sia la posizione dei
nuovi assi rispetto ai primi. Si osserva pure che e Ay
possono indicare, secondo i casi, la somma o la differenza
delle due coppie di numeri positivi xa xbe yai yb.

Occorre ora notare che nei casi della pratica lI'angolo
di convergenza a & molto piccolo, tanto che nelle latitu-
dini delle regioni nostrali esso non pud eccedere i 15 o
20 minuti primi sessagesimali, quando le origini O ed 0’
si trovino quasi sullo stesso parallelo, ad una distanza di
80 o0 40 chilometri circa. In conseguenza di si piccolo
valore di o, essendo il suo coseno molto prossimo all’'unita,
e evidente che le quantita assolute AX* e Ay saranno quasi
sempre uguali rispettivamente a circa Ax coS « e Ay COS
e per qualche punto potranno essere di poca lunghezza e
tali da potersi ritenere Ax sen o ¢ Yy sen « trascurabili.
Verificandosi tale ipotesi, le (2) divengono:

(+*'”) :X\_yxi AN
{—y\)— —y'a—yvVS.....
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Si sono chiusi in parentesi i primi membri di queste
ultime equazioni semplicemente per distinguerli da quelli
delle (2), dai quali differiscono di una piccola quantita.

Sicché le differenze assolute tra i secondi membri
delle (2) e (3) saranno in generale rispettivamente della
forma:

e,—A,(1—cosa) = A, sena @
g,=A4,(1—cosa) = A,sena '

Ammesso che nella trasformazione delle coordinate
voglia su ciascuna di esse tollerarsi un errore non ecce-
dente una certa quantita assoluta g, si potra sempre esa-
minare tra quali limiti debbono essere compresi e\
affinché si verifichi che ex ed ey calcolate con le (4) non
superino la detta quantita g. Allora per un certo gruppo
di punti la calcolazione delle nuove coordinate potra in
conseguenza eseguirsi piu speditamente mediante le (8),
anziché mediante le (2). Si abbia, per esempio, tra tutti
I punti del sistema:

massimo valore assoluto di Ax= 7000 m.
» » » »  Ay"Z 8000 m.
\ a = 15 minuti primi sessagesimali;

ed in oltre debba essere al massimo:

x= zyz=q— m. 0,50.

In tale ipotesi le quantita A*(1—cos a) e Al — cos a)
non possono assumere valori superiori a m. 0,07 e m. 0,08
rispettivamente, mentre per A e Ay di poco superiori ai
100 m. le quantita kx sen @ e Ay sen a eccedono sempre
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piu il valore g= m. 0,50, sino a raggiungere alquante
diecine di metri. Quindi i valori uguali o inferiori a quelli
di Ax e \ (assoluti), che soddisfano le equazioni:

0,50 = 0,07 + Aysen 15}
0,50 ~ 0,08 Axsen 1511

indicheranno, qualunque siano i valori e segni dei coeffi-
cienti di (1 — cos a) nelle (4), di quali punti del sistema
potranno senza alcun’ altra considerazione calcolarsi en-
trambe le coordinate mediante le (8). — Poiché sen 15’
= 0,004863 circa risulta :

= 0,50 — 0,07 .
— m. 99 circa
y < 0,00436
0,50 — 0,08 _ (0
= m. 97 circa
Aa< 0,00436

Di tutti i punti, pei quali si verifica solamente la
prima delle (6) si potranuo determinare le sole nuove or-
dinate (x) mediante la prima delle equazioni (3), mentre
per le nuove ascisse (y) dovra applicarsi la 2.a delle (2).
Viceversa accade per le coordinate dai punti, pei quali
verificasi solamente la 2.a delle (6).

Avviene in pratica che ordinariamente le quantita
\X 11— cos @ e Ay (L— cos a) sono affatto trascurabili, nei
gual caso le condizioni (6) divengono in generale:

y< sen @

P EA T (7)
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Le quali espressioni (7) mostrano che, tranne per
qualche punto eccezionale, bastera sempre trovare il quo-
ziente tra 1 errore g da potersi tollerare sulle coordinate
ed il seno della convergenza a per vedere se e quali punti
si trovino nella rete trigonometrica, per cui, qualungque
siano i segni di \x e \y, le nuove coordinate potranno
calcolarsi, entrambe o una sola, mediante le (8), piu sem-
plici delle (2).

Ing. Morrone.
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SD DI UN CASO DI RISOLUZIONE

dei triangoli nelle operazioni topografiche

Nell'eseguire una poligonale topografica puo accadere
che tra due punti poligonometrici consecutivi, quali siansi,
non possa misurarsi coi mezzi ordinari (nastro d’acciaio,
canne o congegno a stadia) la distanza tra essi. E cid piu
facilmente potra verificarsi per il primo o ultimo lato di
una poligonale, come B A, F Ai (fig. 1), se essa si svolge
tra due punti trigonometrici A, Ai inaccessibili o quasi.
In tale ipotesi, scelto e misurato
nel modo piu conveniente un lato
ausiliario B C= a, misurati pure
gli angoli adiacenti p vy, dalla ri-
soluzione del triangolo AB C, re-
stera determinato non solo il lato
A B—C ma anche l'altro A C=Db,
il quale potra poi essere utilizzato
a far parte di un’altra poligonale,
ove occorra, come A, C, Q..., ecc.

Si noti poi che su questo caso
di risoluzione di triangoli é fondato
il metodo piu in uso per la deter-
minazione dei punti trigonometrici
d’ultimo ordine nelle triangolazioni
topografiche.

Dal triangolo A B C, posto mente che sen a= sen
(P + T risulta:

Fig. 1.

—in —
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aseny \

sen (P+ 1)’
asen p  (EibRa

sen (p +y)

Se le quantita a, p, y sieno variabili indipendenti,
differenziando le (1), si ottiene:

sen y , acos y
—_— ————— a 4+ e—_——— , I . y .
sen (p + y) sen (p + y)
asenycos (p 4-y)
{dp4-dy)
sen2 P + )
sen a cos (2)
db = > P4

da 4-
sen (p f-vy) a sen (p 4-Y)

asenpcos (P + vy)
dp4'd
senz (p + ) dp y)

I valori di db e dc delle (2) (costituenti gli errori
che risultano sui lati b e ¢ in conseguenza degli altri
da, dp dy commessi sulla base e sugli angoli p e y)
sono quindi determinati da quelli dei secondi membri,
considerando ciascun termine positivo o negativo in di-
pendenza del segno da attribuirsi ad ognuno dei piccoli
errori avvenuti nella misura della base e degli angoli
adiacenti. Ne segue che tali termini per un dato triangolo
potranno assumere valori e segni tali da annullare o quasi
i secondi membri, e quindi anche d b e d ¢c. Ma poiché
e impossibile conoscere di valore e segno gli errori che
possono commettersi nella misura delle diverse quantita
a p, y, nell ipotesi peggiore che a 2.° membro risultino
dello stesso segno tutti i termini, occorre che ciascuno di
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questi si riduca al minimo, affinché i valori assoluti di
db e dc riescano pure i piu piccoli possibili. | valori poi
di p e y che rendono minimi tali termini, quando la base
a e gli errori commessi nelle misure si considerino come
conosciuti, indicheranno la forma del triangolo preferibile
a ridurre gli errori sui lati.

Per tanto dall’esame dei secondi membri delle (2) si
scorge principalmente che i due angoli f e y (dei quali
nessuno puod esser eguale a zero, altrimenti non si avrebbe
piu un triangolo) non possono mai assumere valori tali
da annullare quasi tutti i termini compresi da essi. In-
fatti non €& possibile che siffatta condizione avvenga,
quando in alcuni termini comparisce il seno come fattore,
ed in altri il coseno dello stesso arco. Inoltre se I'angolo
(p + y) sia retto, i denominatori delle frazioni costituenti
i diversi termini divengono massimi; ed anzi i numera-
tori dei termini a terzo posto per tale valore di (fi + y)
addirittura si annullano. Certamente quindi una delle
condizioni atte a rendere minimi i valori assoluti di d b
e d ¢ (quando tutti gli errori commessi nelle misure fac-
ciano assumere lo stesso segno a tutti i termini) é che
I"angolo (P + vy) anche, quello opposto alla base, ri-
sulti retto.

Ora é facile vedere che il 2.° membro della prima
tra le (2), quali siano i valori di a e degli errori com-
messi sulle misure, si annullerebbe quasi se si verificasse:

(pel 1.° e 8.° termine) y prossimo a zero;
(pel 2.° termine) y = un retto.

E il 2° membro della seconda tra le stesse (2) si
annullerebbe quasi se fosse :
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(pel 1.° e 8.° termine) p, prossimo a zero;
(pel 2.° termine) p= un retto.

Ma tali condizioni sono assurde (il che conferma

guanto innanzi si € notato), perché nello stesso triangolo
non pud simultaneamente accadere :

Y= 0 circa p= un retto
Y = un retto p= 0 circa
media 45° media 45°

Conviene in conseguenza assumere un valore medio
per p e per y\ cioé che ognuno sia di mezzo retto, con-
dizione da cui segue anche l'altra p -f y = un retto.

La forma quindi piu conveniente del triangolo co-
struito su di una data base, affinché si riducano al mi-
nimo gli errori sui lati, dipendenti dagli altri commessi
sulla base stessa e sugli angoli, € quello dell’ isoscele in-
scritto in una semicirconferenza di cerchio (v. fig. 2).

N
XA 1

DS SN,
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Per siffatto triangolo, se gli errori angolari sieno
guasi uguali (non essendovi ragione di supporre uno mag-
giore dell’ altro) e tali da dare lo stesso segno a tutti i
termini a 2.° membro (ipotesi peggiore) le (2) per essere
cos(p+ y)= 0, e sen (p + y) = 1, divengono:

dc= db= sen45°[da+ ady) . . . . (3);

e avverra uno spostamento s del punto A, quasi normale
alla base, dato da circa:

sen45°{da - ady)
= ady+ da.... 4
sen 45°

In seguito i valori di db, dc, diversi secondo i casi,
si indicheranno tra parentesi distinte da apici.

Cio nonostante in pratica si preferisce la forma del
triangolo equilatero, col quale, mentre si riducono gli er-
rori sui lati quasi come nel triangolo isoscele rettangolo,
si viene a comprendere maggior superficie; e quindi nelle
triangolazioni topografiche resta cosi evitato che si au-
menti, forse senza ragione, il numero dei punti trigono-
metrici.

Nelle poligonazioni poi si evita in tal modo la mi-
sura di lunghe basi, quasi sempre difficile ad eseguirsi
bene e senza molta perdita di tempo. Si noti pure che
nelle triangolazioni topografiche d’ordine superiore so-
glionsi misurare tutti e tre gli angoli dei triangoli; ma
considerando sempre il caso piu generale e peggiore sugli
errori, si giunge alla medesima conseguenza circa la forma
preferibile dei triangoli stessi.

Ora, sostituendo a p e y i valori angolari del trian-
golo equilatero, sempre nell  ipotesi piu sfavorevole che gli
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errori da, dp dy, facciano divenire tutti dello stesso
segno i termini a 2.° membro, ammesso pure d $= dy
circa in valore assoluto, le (2) risultano (posto mente che
cotg 120° = — cotg 60°):

(db) = (dc)—da + acotg 60°dy + a cotg 60° X 2d'(=
m=8acotg60°dy + da . . . . (5

e avverra uno spostamento s\ quasi normale alla base ed
eguale a circa:

, 3dacotg 60°dy + da
sen 60°

Poiché sen 45°= 0,707 circa, cotg 60° = 0,58 circa,
sen 60° = 0,87 circa, dopo tali sostituzioni le (3), (4), (5)
e (6) divengono rispettivamente:

db —dc~ 0,707ady + 0,707 da

T) (vel A rettang. isoscele
adisda 1) el A et s

(db)— (dc)— 1,74 ady + da

s= 2ady+ 115da (8) (pel A equilatero)

Si vede che ciascun 2.° membro delle (7) e inferiore
a ciascun 2.° membro delle (8). Cio dimostra ancora e ri-
conferma che, nell’ipotesi piu contraria per gli errori com-
messi su a, p, y, la forma teorica del triangolo preferibile
per ridurre al minimo lo spostamento del vertice opposto
alla base & quella dell’ isoscele rettangolo, avente per ipo-
tenusa la base stessa misurata.

Nelle forinole (2), supponendo anche il triangolo equi-
latero, sia:

dy= —dp—dy,
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d’onde: dp= —2dy
dp+ dy— —dy
Per tale ipotesi, ricordando che cotg 60°= — cotg 120°,

esse divengono:

(de)' — da + dy[a cotg 60° + a cotg 120°] = da
(db)'= da -f dy[a cotg 120° — 2 a cotg 60°]

Analogamente, supposto :—

d$ — —dy—dp

dy= —2dp

d$ dy= — <p, si ottiene:
(dc)”= da + dplacotg 120° — 2 a cotg 60° (10)
(do)"= da + dplacotg 60° + acotg 120°] — da

I valori dy [acotg 120' — 2 acotg 60°] e dp [acotg
120° — 2 a cotg 60°] sono negativi, e se d a risultasse
anche di segno negativo, la 2.a delle (9) e la |.adelle (10)
diverrebbero in valore assoluto:

(db)’— da + 3acotg60°dy B
(dc)”= da+ 3acotg 60°dp m (ih);

in cui, ponendo cotg 60° = 0,58, si ottiene:

{dby = da-f L,74ad™ .. .)
(dc)” = da 1,74adp . . .)

Se quindi si verificasse uno di tali due casi speciali
sugli errori nel triangolo equilatero, le (9), (10) e (12)
mostrano che su di uno dei lati si riporterebbe il solo
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errore d a; ma 1 altro invece risulterebbe con un errore
sempre superiore in valore assoluto a ciascuno dei due
dati dalle (7) pel caso del triangolo isoscele rettangolo al
vertice A, il quale quindi rimane sempre preferibile come
forma teorica.

Qualora inoltre gli errori angolari d p, dy sieno u-
guali a zero o quasi, le (2) divengono:

(d c)” sen y
C
sen (p + y) (13)
d &y NP ga
( sen (p + v)

Le quali indicano che gli errori assoluti sui lati be c

. . .. b c . .
sono rispettivamente le quantita— da — d a: ossia eia-
a a

scun lato del triangolo risultera con un errore tante volte
piu piccolo o piu grande di quello commesso sulla base a
per quanto ciascun lato &€ minore o maggiore della base
stessa. Segue che in tale ipotesi € conveniente che I'an-
golo opposto alla base sia retto, riuscendo cosi massimo
il denominatore a 2.° membro delle (13).

Dovrebbe poi essere y— 0 circa, ed in conseguenza
pi=un retto circa, affinché si annulli quasi d c: e d’altra
parte: y = un retto circa, p= 0 circa affinche possa ri-
tenersi nullo invece d b. Ancorché quindi I'errore sia solo
sulla base a, conviene assumere anche in questo caso
p y— mezzo retto (triangolo isoscele rettangolo, come
nel caso generale gia esaminato); perche in tal modo lo
errore che ne consegne sui lati si distribuisce ugualmente
su ciascuno di essi. Valgano pero le stesse considerazioni
svolte innanzi per conchiudere che in pratica & ordina-
riamente preferibile la forma del triangolo equilatero. Ed



anche nell’ ipotesi che, annullandosi I'errore sulla base a,
restino solo quelli sugli angoli f e y, con ragionamento
identico a quello del caso generale, si giunge alla stessa
conclusione; beiiché le formole innanzi indicate mostrino
sempre che la forma teorica preferibile ad evitare lo spo-
stamento del vertice del triangolo, nel caso piu sfavore-
vole sul segno degli errori nelle misure fatte, ¢ quella
dell’ isoscele rettangolo al vertice stesso.

Appare poi dalle formole (2) quanto sia da evitare
che il triangolo risulti come uno di quelli indicati nella
fig. 8, con I'angolo, cioé, opposto alla base molto acuto.
Infatti per quanto piccoli sieno gli errori commessi su
a, p, y, € facile vedere come almeno due termini a 2.°
membro delle (2) tendono a crescere in valore assoluto
per quanto piu l'angolo in A si avvicina a zero. E se il
supplemento possa ritenersi quasi uguale a due retti, i
secondi membri divengono in generale quasi infiniti. Quindi
conviene sempre evitare, per quanto ¢ possibile, tali trian-
goli nelle triangolazioni topografiche, sempre perche gli
errori possono essere tali da far divenire tutti dello stesso
segno i termini a 2.° membro delle (2). E, ove nelle po-
ligonazioni riescono qualche volta inevitabili per la spe-
ciale condizione della localita, € necessario essere esattis-
simi tanto nella misura della base, quanto in quella degli
angoli pevy.

Se invece il triangolo sia come A B C A! B C e si-
mili della fig. 4, in cui gli angoli opposti alla base sieno
molto ottusi, e molto acuti quelli adiacenti alla base
stessa, le formole (2) mostrano che i termini a |.0 posto
del 2.° membro assumono in ogni caso rispettivamente i
valori assoluti ; da, Z da; quelli a 2.° posto tendono a
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crescere a misura che f e | tendono a zero. e gli altri
a terzo posto appariscono sotto forma indeterminata. Anche

, J
oA 4

Fig. 3.

per questa specie di triangoli valgono quindi le stesse os-
servazioni fatte pel caso precedente; perché se si riduce
sui lati I'errore della base, quello dipendente dagli angoli
pud risultare molto rilevante.

Qualora p e y sieno addirittura uguali a zero, il trian-
golo evidentemente si ridurra ad una retta.

Fig. 4.

Cio non ostante é facile vedere come i secondi mem-
bri delle (2), nell' ipotesi che i detti angoli sieno prossimi
a zero, convergono ad un valore determinato. Infatti dalle
condizioni del triangolo (per quanto piccoli sieno f e y)
dovra sempre verificarsi:
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-1 > P
P+ T > T

Ora se d p e dy (uguali o quasi in valore assoluto)
sieno di segno contrario, i termini a 8.° posto delle (2)
si- annullano, e queste, quando d a sia dello stesso segno
di dy (ipotesi peggiore), divengono :

(dc)v= eny ecosr
sen (p + vy) sen (p + vy) "
(do)v= sens  4a . L2cfs3 .
sen (p + y) won )
seny ¢ sen p b
sen(p+y) o sen(p-fy) o

e, dacché p e y sono prossimi a zero, tanto da confondersi
coi differenziali di essi, sara pure cos j =. cos p— 1 circa,
ed anche:

dy sen y (o
sen (p + y) sen(p+ r)" a
dp sen p b

sen(p-fy) "sen(p+ y)"

Quindi le (14) divengono:

(de)V da+ c
(15)
(do)v da+ b

— X —
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Se invece d p e dy sieno dello stesso segno (p. es.
positivi), i termini a 1.° e 2.° posto delle (2) convergono
rispettivamente allo stesso valore indicato nei secondi
membri delle (15), ammesso pure d a positivo; e ciascuno
dei termini a 8.° posto tende al valore — ¢, — b; perché
cos (p + y) = 1 circa (positivo) nel caso in esame;

dpfdy __ sen y __cC
sen(p + y) sen (p 4* y) a

Per conseguenza, dietro siffatte sostituzioni, in questa
ultima ipotesi, le (2) si cambiano nelle (15), ma col sop-
primere nei membri a 2.° posto i termini ¢ e b. In altre
parole rimarranno i soli termini a primo posto nei se-
condi membri delle (2), e si otterra:

C
(dcYy — da
a
(16)

bY = — da
a

Alle stesse (16) si giunge, come ¢ facile vedere, se
d$ e dy sieno invece entrambi negativi.

Tali risultati possono anche dedursi in seguito a con-
siderazioni geometriche.

E superfluo notare che triangoli, i quali abbiano p
e y prossimi a zero sono affatto ideali, ed in pratica
quelli, in cui gli angoli alla base sieno molto acuti si

dovrebbero assolutamente evitare.

Si osserva in ultimo che le forinole (2) indicano come,
supposti sempre gli stessi errori sulla base e sugli angoli
in triangoli simili, i valori assoluti di d b e d ¢ crescono
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insieme alla base a. E per conseguenza, per quanto mag-
giore € la lunghezza della base, e quindi degli altri lati
dei triangoli trigonometrici, altrettanto piu precisi istru-
menti dovranno adoperarsi nella misura degli angoli. Cio
conferma la regola pratica di adoperare teodoliti di tanta
maggiore approssimazione nell’ indicazione dei nonii, per
guanto maggiore € I’ importanza dell’'ordine delle diverse
triangolazioni.

Ing. E. Morrone
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