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UN MODELLO NDEA RELAZIONALE PER MISURARE LA
PERFORMANCE ECONOMICA DI UN PROCESSO DI PRODUZIONE
CON QUATTRO STADI E CON TECNOLOGIA DI PRODUZIONE ARETE
CON OUTPUT INDESIDERABILI

Claudio Pinto”

Abstract. La Network Data Envelopment Analysis € un approccio di misurazione
delle performance relative per unita decisionali modellate come un sistema a rete
composto da piu sotto parti ciascuna con la propria (sotto) tecnologia di produzione
e variamente interconnesse tra loro. In questo lavoro proponiamo un modello NDEA
relazionale nella versione dei moltiplicatori per misurare le performance relative di
unita decisionali (processi produttivi) modellati come un sistema a rete di quattro
sotto processi interconnessi tra loro tramite risorse intermedie, risorse condivise e
con la produzione di output indesiderabili. 1l lavoro ha come obiettivi da un lato
estendere la modellistica NDEA per misurare la performance relativa di processi
produttivi modellati come reti con piu di due sotto processi e dall’altro attribuire al
processo in questione una possibile tecnologia di produzione a rete e sotto tecnologie
con output indesiderabili.
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1. Introduzione

La Data Envelopment Analysis (DEA) Charnes, Cooper, & Rhodes (1978), e la
Network Data Envelopment Analysis (NDEA) (Fare and Grosskopf (2000); Cook
and Zhu (2008); Kao (2014) ) sono due approcci metodologici nati all'interno della
ricerca operativa e delle scienze manageriali usati per misurare l'efficienza
(performance) relativa di unita decisionali differenti (ad esempio organizzazioni
pubbliche e private oppure un unico processo produttivo e cosi via). La differenza
tra i due approcci é che mentre la DEA considera ogni unita decisionale come una
scatola nera che utilizza gli input per trasformarli in output senza considerare la
sua struttura interna la NDEA, consente di tener conto sia della struttura interna
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del sistema che delle operazioni che intercorrono tra le sue parti. | due approcci di
modellizzazione e misurazione possono essere utilizzati anche come strumenti di
policy (vedi per esempio Smith & Street (2008)) per la DEA e la proposta di Pinto
(2020)** per la NDEA) e permettono di modellare i processi di produzione e/o
generiche unita decisionali in modo molto variegato (vedi per esempio la
classificazione presentata in Castelli, Presenti and Ukovich (2010), oppure la
revisione in Kao (2014). A nostra conoscenza solo Pinto (2020)**,per la prima
volta ha proposto in questa letteratura di usare I'approccio NDEA come strumento
di policy a livello organizzativo proponendo di plasmare gli input e output del
modello in un mix di variabili discrezionali vs non discrezionali e considerare
almeno una variabile non discrezionale come variabile di policy. Dal nostro punto
di vista ci sono degli obiettivi organizzativi che non possono essere trattati solo in
questo modo come ad esempio accade nel caso in cui un obiettivo organizzativo e
quello di ridurre la produzione di output indesiderabili (es. prodotti di scarto,
prodotti difettati ecc.). Nella letteratura DEA (vedi per esempio Liu, Meng, Li and
Zhang (2010); Zhou, Ang, and Poh (2008); Zanella, Camanho, and Dias (2015);
Tone and Tsutsui (2011); Halkos and Tzeremes (2013)) e NDEA (vedi per
esempio (Liu, Zhou, Ma, Liu, and Shen (2015), Fukuyama and Weber (2014)) la
questione appena citata pu0 essere trattata dal punto di vista della produzione di
output "cattivi" o altrimenti detto di output indesiderabili( Cherchye, De Rock, and
Walheer (2015); Walheer (2018)). In questo lavoro, trattando anche gli obiettivi
di policy di riduzione degli output indesiderabili all’interno dei modelli di
misurazione della efficienza relativa Smith & Street (2008), descriveremo una
tecnologia di produzione a rete in presenza di output indesiderabili nel caso di
generiche unita produttive decisionali modellate come un sistema a rete con
struttura interna con piu di due sotto processi. A questo fine in primo luogo
definiamo il modello grafico della struttura del processo di produzione a rete con
quattro sotto processi, poi definiamo e formalizziamo una tecnologia a rete con la
produzione di output indesiderabili da attribuire al processo stesso ed infine
proporremo un modello NDEA-VRS relazionale con i moltiplicatori, con
orientamento di misurazione all’output e con misura radiale. Il modello data la sua
natura relazionale dopo aver effettuato la linearizzazione Charnes and Cooper (
1962), ci consentira di misurare anche ’efficienza relativa dei sotto processi. Il
lavoro é cosi strutturato: nella sezione 2 presentiamo una breve rassegna sul
trattamento degli input e output indesiderabili nei modelli DEA e NDEA, sul
trattamento degli input condivisi nei modelli NDEA, e sui piu recenti modelli
NDEA relazionali con piu di due sotto processi, nella sezione 3 presentiamo il
modello grafico del processo di produzione a quattro stadi (3.1), la descrizione e
formalizzazione di una tecnologia a rete con la produzione di output indesiderabili
(3.2) e il modello NDEA-VRS relazionale per misurare ’efficienza sia del
processo che delle sue sotto parti (3.3), nella sezione 4 proponiamo
un‘applicazione a dati non reali per mostrare il funzionamento del modello, ed
infine nelle sezioni 5 e 6 la discussione e le conclusioni, rispettivamente.



2. Breve rassegna sulla letteratura di interesse

Il paper contiene la proposta di un modello NDEA relazionale nella versione dei
moltiplicatori per misurare ’efficienza relativa di un processo produttivo modellato come
una rete di 4 sotto processi interconnessi tra loro attraverso risorse condivise e intermedie e
con la produzione di output indesiderabili. Per tale motivo la revisione della letteratura che
si presentera in questa sezione interessera da un lato lo stato dell’arte relativamente al
trattamento di input e output indesiderati all’interno della metodologia DEA convenzionale
(esempi si trovano in (Fare, Grosskopf, Lovell, and Pasurka (1989); You and Yan (2011) )
e nei modelli NDEA (vedi per esempio Huang, Chen, and Yin (2014); Fukuyama and
Weber (2014)), da un’ altra parte la revisione riguardera invece sia la modellizzazione che
la misurazione dell'efficienza relativa con I'approccio relazionale NDEA Kao (2009a) dei
processi di produzione con piu di due sotto processi (vedi per esempio Chen, Du, Sherman,
and Zhu (2014)) sia la letteratura che ha riguardato il trattamento degli input condivisi in
tali modelli (vedi per esempio Chen, Du, Sherman, and Zhu (2010); Chen, Du, Sherman,
and Zhu (2014); Cook, Hababou and Tuenter (2000); Cook and Hababou (2001))

Con riferimento al primo dei punti indicati si ricorda che in Halkos and Petrou (2019), si
trova una revisione critica Halkos and Petrou (2018), dei principali metodi usati in
letteratura per trattare la produzione di output indesiderati all’interno della metodologia
DEA convenzionale e in cui vengono indicate quattro possibilita: 1) ignorarli nella
tecnologia di produzione, 2) trattarli come input regolari (cioé da output del modello DEA
diventano input ), 3) trattarli come output normali (per esempio lavorando sulla
disponibilitd) ed infine 4) procedere a delle adeguate trasformazioni degli stessi (soluzione
adottata in questo lavoro per il modello NDEA). Questi autori affermano che ogni modo
proposto per affrontare gli output indesiderati all'interno della DEA contiene sia punti di
forza che di debolezza con cui ogni ricercatore deve confrontarsi e quindi ogni ricercatore
deve valutare quale soluzione sia la piu appropriata alle esigenze di ricerca. A nostra
conoscenza possiamo affermare anche che: 1) si rinvengono due diversi approcci per trattare
gli output indesiderati: uno diretto e uno indiretto, 2) che la misurazione in presenza di
output indesiderabili ha riguardato anche la variazione della produttivita nel tempo e che 3)
la presenza di output indesiderati nei modelli DEA ha riguardato principalmente le questioni
di sostenibilita ambientale (come ad esempio accade in Reinhard, Lovell and Thijssen
(2000)). L'approccio indiretto prevede la trasformazione della scala di misurazione degli
output indesiderabili ed ¢ stato proposto in Seiford and Zhu (2002). L'approccio diretto e
stato proposto da Chung, Fare and Grosskopf (1997), che ipotizzano invece la scarsa
disponibilita degli output indesiderati in un modello DEA. Il modello DEA di questi ultimi
autori continua ad assumere la forte disponibilita di input e output desiderabili mentre
I'assunzione di scarsa disponibilitd di output negativi come sottoprodotti di output
desiderabili serve ad indicare che la riduzione degli output indesiderabili non & priva di
costi. Tuttavia, come notato in Liu, Meng, Li, and Zhang (2010), la decisione di assumere
la debole o forte disponibilita delle variabili di un modello DEA dovrebbe dipendere dalla
natura dell'applicazione. Esempi di lavori invece che hanno trattato gli output indesiderabili
in un modello DEA orientato all'output attraverso trasformazioni monotone negative (quarta
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(1995); Fleishman, Alexander, Bretschneider, and Popp (2009). Esempi invece di paper in
cui gli output indesiderati sono stati trattati come input (terza possibilita indicata sopra) in
un modello DEA orientato agli input e quindi destinati ad essere ridotti si trovano in Telle
and Larsson (2007); Yang and Pollit (2009). Lavorando sulla disponibilita forte e debole,
gli output indesiderabili sono stati trattati anche in modelli DEA con orientamento all'input
output Liu, Meng, Li and Zhang (2010). Secondo alcuni autori pero introducendo gli output
indesiderati come input in un modello DEA il modello DEA risultante non riflette la vera
tecnologia Dyckhoff and Allen (2001). Una revisione delle trasformazioni piu usate per
trattare gli output indesiderabili in modelli DEA orientati all’output si trova invece in Scheel
(2001). In quest'ultimo lavoro, infatti, secondo 1’autore si pud rappresentare correttamente
la tecnologia di produzione evitando di trattare gli output indesiderati come input da
minimizzare. Liu, Meng, Li, and Zhang (2010), descrivono l'assunzione di disponibilita e
una serie di diverse misurazioni delle prestazioni in presenza di input e output indesiderati,
quindi discutono diverse combinazioni di ipotesi e metriche di disponibilita. Chen,Yu,
Chang, Hsu, Managi (2015), per tener conto della presenza di output desiderabile e non
desiderabili propongono una funzione di distanza direzionale basata sulla misura di
efficienza migliorata di Russel facendo notare che la loro misura é simile alla misura basata
sugli slack e ad una misura di distanza direzionale orientata all’output in quanto la loro
misura consente di espandere gli output desiderabile e contrarre quelli indesiderabili.

Come detto all’inizio le considerazioni sul trattamento degli input e degli output
indesiderabili svolte per la DEA convenzionale sono ampiamente adattabili ed
effettivamente trattate anche nel caso di modelli DEA che considerano la struttura interna
delle DMU (ad esempio Wu, Zhu, Ji, and al. (2016); Walheer (2018)). Quindi anche per
questi modelli si puo affermare che gli output indesiderabili possono essere trattati come
input (vedi per esempio Ebrahimnejad, Tavana, Lotfi, and Shahverdi (2014), oppure trattati
come elementi desiderabili solo dopo aver operato una trasformazione sui dati ad essi riferiti
(soluzione adottata in questo lavoro), oppure utilizzando misure diverse Huang, Chen, and
Yin (2014), come le misure direzionali come accade in Lozano, Gutiérrez, and Moreno
(2013), o ancora lavorando sulla disponibilita degli output indesiderati assumendo una
disponibilita forte o debole Liu, Zhou, Ma, Liu, and Shen (2015). Lozano, Gutiérrez, and
Moreno (2013), propongono ad esempio un approccio a distanza direzionale per affrontare
i problemi della DEA di rete in cui i processi possono generare non solo output finali
desiderabili ma anche output indesiderati. Huang, Chen, and Yin (2014), propongono un
modello di rete a due stadi con output negativi per misurare l'efficienza delle banche
commerciali cinesi dal 2008 al 2012. 1l loro modello é del tipo basato sugli slacks. Lozano
and Adenso-Diaz (2018), hanno proposto di applicare l'approccio Network Data
Envelopment Analysis (NDEA) per valutare I'efficienza dei flussi di prodotto in periodi
variabili per una rete di fornitura multiprodotto, in cui possono verificarsi perdite (ad
esempio, deterioramento di prodotti deperibili) nei nodi o gli archi. Walheer (2018),
suggerisce di trattare gli output come la componente fondamentale del processo di
produzione modellando ogni output individualmente. Questo per Walheer da la possibilita
di considerare le interconnessioni con gli input, gli output e gli output indesiderati. In



particolare, 1’autore fa una distinzione tra output/input indesiderabili che sono
dovuti/utilizzati da tutti gli output e quelli che sono dovuti/assegnati ad output specifici.
L’autore indica che la letteratura ha suggerito differenti modi di trattare gli output
indesiderabili. Il primo modo ¢ quello di usare I’approccio assiomatico sulla tecnologia per
modellare le interconnessioni tra output desiderabili e output indesiderabili come ad
esempio 1’assioma della disponibilita debole come fatto in Fare, Grosskopf, Lovell, and
Pasurka (1989), e I’assioma della solidarieta nulla come fatto in (Fare and Grosskopf (2004).
Un altro modo & applicare una trasformazione matematica agli output indesiderabili
(soluzione seguita qui), un altro modo ancora € quello di usare particolari misure quando si
usano gli output indesiderabile ed infine modellare gli output indesiderati come input.
L’autore poi dopo aver citati questi modi che tengono conto della interconnessione tra
output e output indesiderabili cita quelli che hanno trattato la questione attraverso le
interconnessioni tra input e output usando differenti categorie di input. Una prima categoria
di input & quella usata per produrre tutti o un sotto insieme di output (come accade qui). E
secondo ’autore questi input possono essere interpretati come beni pubblici e quindi
aumentano le economie di scala e scopo nel processo di produzione. Una seconda categoria
di input & quella che é allocata per la produzione di ogni output, ed infine una terza categoria
di input che € quella proporzionale agli output. Lozano and Gutierrez (2011), propongono
un approccio con una funzione di distanza direzionale per modelli NDEA in cui i processi
possono generare non solo output finali desiderabili ma anche output indesiderabili e lo
applicano al problema della modellazione e del benchmarking delle operazioni aeroportuali.
Un esempio di uso di funzioni direzionali e dell’assioma di disponibilita debole degli output
indesiderabili in tecnologie a rete si trova invece in Fukuyama and Weber (2014), che
mostrano come misurare la performance in modelli a due stadi in presenza di output
indesiderabili in concomitanza con la produzione di output buoni. Loro partono dal
presupposto, valido per i modelli DEA convenzionali, che la disponibilita debole degli
output indesiderabili implica un costo opportunita di ridurre gli output indesiderati: meno
output desiderabili devono essere prodotti per ridurre la produzione congiunta di output
indesiderabili. Ma aumentare la produzione di output desiderabili e ridurre invece sia gli
input usati che la produzione di output indesiderabili si pud perseguire attraverso le misure
non radiali. Una funzione che consente questo € la funzione di distanza direzionale
introdotta da Chambers, Chung, and Fare (1996), che Chambers, Chung, and Fare (1998),
estendono su una tecnologia a rete a due stadi. In definitiva gli autori definiscono una
funzione di distanza direzionale per sistemi a rete e introducono nel modello NDEA le
variabili di slacks per gli input e output desiderabili ma non per gli output indesiderabili.
Fukuyama and Weber (2010), seguendo Tone and Tsutsui (2009), introducono
I’inefficienza di rete basata sugli slacks in presenza di produzione di output indesiderabili
introducendo nel modello NDEA variabili di slacks sia per gli input che per gli output
desiderabili ma non per le variabili intermedie. Tutti i lavori della letteratura economica
finora citati considerano sempre processi di produzione a due stadi. Il presente lavoro si
spinge oltre e tratta invece la produzione di output indesiderabili nel caso di processi di
produzione con piu di due sotto processi, in particolare ne considera quattro ed adotta come
strategia di trattamento gli output indesiderabili attraverso la trasformazione monotona



negativa presentata in Seiford and Zhu (2002), per modelli DEA convenzionali. La scelta
di tale strategia tra quelle possibili Walheer (2018), non é legata ad esigenze applicative
(non vi e cioe la necessita di rimanere incollati ad esigenze di ricerca specifica) ma per
mantenere la convessita Seiford and Zhu (2002). Ricordando Walheer (2018), sulle strategie
di trattamento degli output indesiderati emergono quindi sin da ora le numerose possibilita
di ricerca futura sia nella direzione teorica che di modellizzazione della tecnologia che
applicata.

Per quanto riguarda il secondo punto ovvero il trattamento di input condivisi Chen, Du,
Sherman and Zhu (2014), presentano modelli DEA-VRS per misurare le prestazioni di
processi di rete a due stadi con input condivisi non divisibili. Il loro modello considera delle
proporzioni di attribuzione delle risorse condivise. Sotto questa caratteristica seguendo Kao
and Hwang (2008), che attribuisce ad ogni variabile lo stesso variabile peso in modo da
realizzare la relazionalita nel modello DEA e poi seguendo Liang, Cook, and Zhu (2008),
gli autori combinano le efficienze dei due sotto processi con una media pesata in cui la
somma dei pesi e uguale a 1. | pesi usati nel combinare le efficienze dei due sotto processi
riflettono I’importanza relativa di ogni sotto processo. Cook and Hababou (2001), dalla
lettura dell’abstract, si evince che essi estendono i modelli DEA additivi a processi con
risorse condivisi. Cook, Hababou and Tuente (2000), dalla lettura dell’abstract, si evince
che essi rimarcando che il fenomeno della condivisione presenta comunemente la difficolta
tecnica di come disaggregare una misura complessiva in parti componenti estendono la
normale struttura DEA a una che determina una migliore suddivisione delle risorse per
ottimizzare il punteggio di efficienza aggregato. Chen, Du, Sherman and Zhu (2010), nel
loro paper sviluppano una serie di modelli DEA per misurare le prestazioni di processi di
rete a due stadi con input condivisi non divisibili. Viene presentata una scomposizione
additiva dell'efficienza per il processo di rete a due fasi. | modelli sono sviluppati nell'ipotesi
di rendimenti di scala variabili (VRS), ma possono essere prontamente applicati nell'ipotesi
di rendimenti di scala costanti (CRS). Anche nella letteratura appena citata i modelli NDEA
a risorse condivise non superano mai processi con piu di tre stadi (sotto processi) come
invece accade per il modello presentato qui che ne considera 4.

Per quanto riguarda infine la modellazione di processi produttivi come processi con piu di
due sotto processi e lo sviluppo di modelli NDEA relazionale Kao (2009(a)), i lavori piu
recenti presenti oggi in letteratura e a cui questo lavoro si inspira sono quelli in Pinto
(2020)**, Pinto (2020)*, Pinto (2020)***. Pinto (2020)***, propone una strategia, da lui
stesso chiamata “della formazione dei blocchi” per misurare 1’efficienza relativa di un
processo di produzione con 3 stadi in presenza di risorse condivise. La sua proposta & quella
di costruire diversi blocchi a cui per ognuno di essi sia possibile applicare un modello
NDEA relazionale a due stadi in serie e poi usare una formula di aggregazione delle
efficienze dei blocchi. Lo stesso autore ritiene che la sua soluzione, affiancandosi a quella
dei sistemi ibridi di Kao (2009(a)), rappresenti una valida soluzione per cogliere i vincoli
tecnologici, economici ecc. ecc. all’interno delle strutture produttive a rete che spesso
consigliano di considerare due o piu parti di un sistema come una parte unica. Pinto (2020)*,
propone invece un modello NDEA relazionale per misurare 1’efficienza relativa di un



processo di produzione a 4 stadi avvisando che nella realta esistono processi produttivi che
possono essere ricondotti a strutture a rete di quattro sotto processi. L’autore propone
modelli NDEA relazionali sia con misura radiale con orientamento all’input che con
orientamento all’output. Entrambi i modelli assumono ritorni di scala costante sia per
I’intero processo che per le sue sotto parti. Una caratteristica del suo modello é che il primo
sotto processo ha sempre una valenza interna (nel senso che produce output usati dagli altri
processi interni ma non produce output per 1’esterno) e per funzionare usa solo risorse di
sistema condivise con altri sotto processi. Pinto (2020)**, propone di trattare le variabili di
un modello NDEA come un mix di variabili discrezionali e non discrezionali in cui almeno
una variabile non discrezionale del modello sia considerata dal manager una variabile di
policy corrente. Nel suo lavoro Pinto (2020)**, considera un modello NDEA relazionale
per soli due stadi in cui la variabile non discrezionale & una variabile intermedia. L’ autore
applica il modello al settore ospedaliero e tratta gli interventi chirurgici come una variabile
intermedia non discrezionale ai fini di policy di politica sanitaria a livello organizzativo. Il
presente lavoro si differenzia da tutti i modelli presentati dal Pinto nei suoi tre lavori appena
descritti per il fatto che il modello a 4 stadi presentato e sviluppato qui adotta una tecnologia
di produzione a rete con la produzione di output indesiderabili.

3. Il modello grafico, la tecnologia e il modello NDEA con output indesiderabili

3.1 Il modello grafico

Il modello grafico del nostro processo produttivo & quello presentato nella Figura 1 sotto.
Date N unita decisionali generiche tutte modellate con la stessa struttura interna di Figura 1
il processo di produzione prevede, una volta attribuita la stessa tecnologia di produzione a
rete ad ognuna di esse, la produzione di cinque output di cui 2 output indesiderati prodotti
rispettivamente dal secondo e dal terzo sotto processo. |l sotto processo 4 impiega risorse
di sistema condivise ed esogene per produrre solo output desiderabili, mentre i restanti sotto
processi 2 e 3 per il loro funzionamento usano sia risorse esogene (come ad esempio quelle
rappresentate con la variabile x5 per il sotto processo 3, con la variabile x; per il sotto
processo 2 e con la variabile xg per il primo sotto processo) e sia risorse intermedie
condivise (variabili z,, e z,, per il sottoprocesso 2 e z,5 e z,5 per il sotto processo 3) ma
per produrre anche output indesiderati (y, per il secondo sottoprocesso e ys per il terzo).
Le variabili intermedie del modello, z; e z, , sono prodotte esclusivamente dal primo sotto
processo e poi attribuite in date proporzioni definite ex-ante dal ricercatore/manager ai sotto
processi 2 e 3. Alcune variabili di sistema come x,, x5, x, non solo consentono il
funzionamento del primo sotto processo ma anche quello dei restanti 3 compreso il
quarto che invece non usa risorse intermedie condivise. Per misurare 1’efficienza
relativa di questo processo e dei suoi sotto processo nella sezione 3.2 che segue
prima descriviamo e formalizziamo una delle possibili tecnologie di produzione a
rete per il processo in questione e per le sue parti e poi proporremo un modello NDEA-
VRS dei rapporti relazionale con orientamento all’output per misurarne 1’efficienza tecnica
relativa. La tecnologia che segue é soggetta alle condizioni minime di regolarita” Bogetoft
and Otto (2019), solitamente assunte nel definire una tecnologia (N)DEA. (tecnologia 3).

T La nostra tecnologia di produzione come si vede assume libera disponibilita forte di tutti gli output.



Aggiungendo poi 1’assunzione di convessita si giunge alla tecnologia convessa con output
indesiderabili prima del trattamento sulle variabili di output indesiderabili (tecnologia 4) e
caratterizzata da libera disponibilita degli input e degli output con produzione di output
buoni e indesiderabili e con I’uso di risorse di processo, condivise ed intermedie ed infine
si giunge alla tecnologia a rete completa di assunzioni con ritorni di scala variabili e
produzione di output indesiderabili dopo la trasformazione monotona negativa di
quest’ultimi Seiford and Zhu (2002), sia per I’intero processo che per i suoi sotto processi
(tecnologia 5)*.
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Figura 1: Il modello grafico del sistema con 4 sotto parti e output indesiderabili

3.2 Una tecnologia a rete con output indesiderabili

La tecnologia di produzione di qualsiasi processo di produzione pud essere descritta,
rappresentata e formalizzata in vari modi: 1) utilizzando gli insiemi tecnologici e le sue
corrispondenze all’input o all’output Bogetoft and Otto (2019), oppure 2) adottando le
funzioni di produzione con i suoi duali (funzioni di costo, ricavo e funzione di profitto),
oppure 3) attraverso le funzioni di distanza di Farrell (1957), e Shephard (1970). Bogetoft
and Otto (2019). L'approccio della funzione di produzione & generalmente piu utilizzato
quando l'esatta relazione tra gli input e gli output di un sistema & perfettamente nota
adottando una delle funzioni note in economia (ad esempio Cobb-Douglas,
Translogaritmica, ecc. ecc.) e quando generalmente il processo adotta una tecnologia di
produzione con un solo output. In questo articolo, oltre ad avere un processo di produzione
modellato come un sistema a rete composto da piu sotto processi ognuno con una sua sub-
tecnologia il processo, produce piu output e la vera relazione tra gli input e gli output non é
nota né tantomeno si assume si conoscerla. Nel qual caso la formalizzazione della tecnologia

11 lavoro non modella direttamente la libera disponibilita degli output desiderabili e non desiderabili
come libera disponibilita debole (Fare, Grosskopf, Lovell, & Pasurka, 1989) ma dal momento in cui
sviluppa un modello NDEA dei moltiplicatori e adotta la strategia di trasformazione negativa
monotona per il trattamento degli output indesiderabili (Seiford & Zhu, 2002) cid che ottiene
dall’interpretazione dei risultati € che il miglioramento della performance pud essere perseguito
attraverso un aumento degli output desiderati € allo stesso tempo una riduzione di quelli indesiderati
in assenza di costo di riduzione per quest’ultimi.



di produzione a rete potrebbe avvenire attraverso 1’uso delle funzioni di produzione multi-
output (vedi per esempio Forsund (2017)) La tecnologia di produzione per questo sistema
di produzione a rete invece la descriveremo e rappresenteremo piu utilmente attraverso gli
insiemi tecnologici Bogetoft and Otto (2019). Supponiamo allora di avere k DMU e che per
ogni k-esima unita il vettore degli input € costituito solo da buoni (good) input (cioé fattori
desiderabili) X; = Xf’ dedicati alla produzione di tutti i tipi di output. Le variabili intermedie
Z sono anch’esse tutte variabili desiderabili: Z; = Z ]tq , mentre gli output prodotti dal sistema
attraverso i suoi sotto processi possono essere sia output buoni (g) che output indesiderabili
(output indesiderabili, b): ¥; = [V}, ¥;’]. Al suo interno, invece, il processo @ strutturato
come un sistema a rete composto da 4 sotto processi ognuno dei quali per il suo
funzionamento usa i propri input che possono essere sia condivisi con gli altri sotto processi,
oppure essere esclusivamente usate dal singolo sotto processo (esogene) oppure avere come
input gli output prodotti da altri sotto processi (variabili intermedie) (come accade ai sotto
processi 2 e 3 del processo produttivo della Figura 1 che tra i loro input hanno gli output
intermedi prodotti dal primo sotto processo) Castelli, Pesenti and Ukovich (2010). Quindi,
ipotizzando per un momento che per il nostro processo produttivo di Figura 1 con quattro
sotto processi la distinzione tra output desiderabili e output non desiderabili ancora non sia
stata operata, e in cui il secondo e il terzo sotto processo utilizzano output intermedi come
input, l'insieme delle possibilita di produzione a rete (o altrimenti chiamato insieme
tecnologico a rete) P puo essere genericamente descritto come segue:

Prowr ={(X,Y,2):(X,2,Y) € P,(X",Z") € P,,(X* and Z?,Y?) € P, (X* and Z*,Y?),€ P, X4, YY) € P} (1)

Dove P, P,, P;, P, sono gli insiemi delle possibilita produttive rispettivamente del primo,
secondo, terzo e quarto sotto processo mentre P indica 1’insieme delle possibilita di
produzione di tutto il sistema nella sua interezza considerando anche la produzione interna.
Nel suo insieme il processo utilizza il vettore di input X per produrre il vettore di output Y
attraverso i quattro sotto processi e produce un vettore Z di prodotti interni. Nello specifico
X1 & il vettore di input utilizzato nel primo sottoprocesso per produrre il vettore di output
intermedi Z1; il vettore Z2e X2 sono rispettivamente i vettori degli input intermedi e dedicati
usati dal secondo sotto processo per produrre il vettore di output Y2; X3 e Z3 sono
rispettivamente i vettori degli input intermedi e dedicati utilizzati dal terzo sotto processo
per produrre il vettore Y3 di output; ed infine X* & il vettore di input utilizzato dal quarto
sotto processo per produrre il vettore degli output Y*. Per adattare in modo piti specifico
guesta descrizione generale della tecnologia di produzione a rete al processo di produzione
con quattro sotto processi al processo di Figura 1 notiamo che: 1) il primo sotto processo
P; opera con 3 input condivisi (x5, %31, X41) € UNA risorsa esogena (xz) e produce due
output dedicati esclusivamente ad uso interno (variabili intermedie z,e z,), 2) il secondo
sotto processo P, opera con 1 input esogeno x;, due input intermedi prodotti dal primo
sottoprocesso (z;5,2Z,,) € due input non intermedi condivisi con il primo sotto processo
(%32, X42) per produrre sia un vettore di output buoni (y;?) che uno di output indesiderabili
(v2), 3) il terzo sotto processo P; per il suo funzionamento richiede due input intermedi
(z13, Z3) condivisi anche con il secondo sotto processo, 2 input di processo condivisi con
il primo sotto processo (x33,x43) € a solo input esogeno (xs) per produrre un vettore di
output indesiderabili costituito da un solo output (y2) e uno di output buoni di un solo output
(), ed infine 4) il quarto sotto processo P, impiega due input di processo condivisi
entrambi con il primo sotto processo (x4, X34) € Una risorsa esogena (x-) per produrre un
unico vettore di output buoni (yg"). La nuova tecnologia a rete puo quindi essere ora descritta
e formalizzata attraverso il seguente insieme tecnologico a rete:



xl good
(2 s
| X ybad I Zzlﬁzl ; x 8.2 good
Prowr = (X, Y9004 ybad 7). 1 X4 ybad | ep ( 31 31)’(21) e P, | | @s2%s2 |and ( 11 12), 3’1bad €
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X6 490011 ¢
X7 Vs \
Xs bad (1—ay)x l
1 -B)z y? 21)%X24
P,, <(1 — a3~ “32)’533) and ((1 _ 311)213), good | | € Pa (1 — gy — Ay — 43)x44), (V) E P ¢ (2)
X43X43 22523 Y X7

Ad ognuna delle variabili condivise (le x con doppio pedice e le variabili z) & associato un
vettore scalare di proporzione di distribuzione tra i sotto processi. Quindi, ad esempio,
I'input di processo x, e condiviso tra il primo e il quarto sotto processo con proporzione di
attribuzione pari a a,; € 1-a,q, rispettivamente. L'input di processo x5 & condiviso tra il
primo il secondo e il terzo sotto processo con le seguenti proporzioni di attribuzione:
Q3q,®32,1 — @31 — a3y, rispettivamente. L'input di sistema x, e diviso tra tutti i
sottoprocessi 1,2,3 e 4 con proporzioni di attribuzione pari a:ay;,@4;, @43,1 — a4q —
a4y — 3 rispettivamente. E cosi a continuare per tutte le altre variabili del modello
condivise, intermedie e esogene. Nell'ipotesi di rendimenti di scala costanti e disponibilita
libera di tutti gli input e gli output, possiamo descrivere la tecnologia a rete NDEA per
stimare la (2) come segue:

k k
ZA,-X}- < X,ZA}-Y,- >Y,appartiene a P
j=1 j=1

K
Z LX! < Xl,z NZ} = 7', appartiene a P,

j=1 j=1

k k k
2 2 1good 1good 2bad 2bad :
(x, Yygood ybad 7y Z#IZ] <z 'Zﬂfyj =3 ’Zuiyj ¢ < Y*%%  appartiene a P, 3)
’ ’ ' j=1 j=1 j=1
K K K k
Z vZP < Z3,Zvaj3 < X3,Z vYRhad < Y3”“d,z vﬂfgwd > Y39°¢ gppartiene a Py

= = =1 =

k k
Z &XH < X‘*,Z &Yt = Y* appartiene a P,
j=1 j=1

A v, € 20,j=1,.2,,,n

Come si puo leggere nella (3) con questa tecnologia a rete si assume una forte disponibilita
libera per tutte le tipologie di input e output sia per quelli di sistema che per quelli delle sue
sotto parti, e per ognuno dei quali si assumono rendimenti di scala costanti. La tecnologia
NDEA nella (3) sotto I'ipotesi di disponibilita libera degli output buoni Y8°°4 e di quelli
indesiderabili (cattivi) YP24 assume che con lo stesso livello di input il processo di
produzione nel suo insieme e le sue sotto parti possono produrre meno output indesiderabili
(ovvero, l'output indesiderabile in eccesso puo essere smaltito) ed invece produrre piu
output buoni. Ma questo richiede che nel modello NDEA gli output indesiderabili ricevano
lo stesso segno di diseguaglianza degli input per essere ridotti. Adottando invece la
trasformazione degli output indesiderabili proposta da Seiford and Zhu (2002), la tecnologia
(3) puo essere riscritta come segue:
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k
E X< X,
j=1

k
AY; =Y (sistema)
=1

k k
Z AX} < xl,z Az} = 7' (sub 1) @)
j=1 j=1
k k
2 2 2good 2good y2bad < y2bad
(x yaood yhai 7). Zu,-z, <7 ‘Z”"Yi > y2g00 'Z”"y" > 72bad (gyb 2)
’ ’ ’ ]-=1 ]':1 j:l
k k k k
Z vz} < Z3,Z v X} < X3,Z v;yjhed > 73”“",Zv,-yfg"°" > 39004 (sub 3)
= = = =1

k k

&X4 < X‘*,Zf-Y‘.‘ >yt
; 7 “ 17 (sub4)
ljrﬂjrvj,szo,]'=1,.2,,,n

Come si puo vedere nella (4) la trasformazione monotona negativa degli output
indesiderabili ci permette di invertire il segno di disuguaglianza associato ad essi da <a >
e la variabile degli output indesiderabili nella tecnologia NDEA cambia notazione da Y?2¢
a Ybad Questo cambiamento avviene sempre sotto 1’assunzione di libera disponibilita di
tali output (ovvero la riduzione degli stessi non e soggetta né a costi né a particolari vincoli
comportamentali rispetto a quelli desiderabili e agli input della tecnologia Walheer (2018).
Ora pero possiamo interpretare che con lo stesso livello di input il processo di produzione
nel suo insieme e per ognuno dei suoi sotto processi Si possono produrre meno output
indesiderabili trasformati e meno output buoni. Cioé si pud disporre liberamente
dell’eccesso sia degli output desiderabili che di quelli non desiderabili trasformati. Infine,
assumendo rendimenti di scala variabili, la tecnologia di produzione a rete presentata nella
(4) puo essere definita e formalizzata come segue:

SEa X < X, Y Y 2 Y,

XA < X], YL ZjA = 2], Y0 A =1,4,20

n 292 2 n 292 2 n 2good 52 2good \wn  y2bad 32 ~ y2bad
i=1Z}-l]- SZ]-(,, i=1X]-A]- SX}-,,, ,-=1Y]. /1]- ZY].O ) i=1Y]- l]- ZY,-D
n w343 3 yn y3;3 3good v  y3bad 33 ~ y3bad
79 = { (X, v9,Y",2) 1 XG4 < Xjo BLYFAF 2 Y, B Y2 2 Y, (5)
n 14 y4 4 yn 4y4 4
,-=1le}- < X,-,,, i=1/1j Y]- = Y,-,,

;2042047 >20,4>02>0
YA =LY A =LY A =Y A =1, A =1

La differenza tra la tecnologia a rete nella (4) e quella nella (5) € che nella 5 si & inserito il
vincolo di convessita sulle variabili d’intensita per ogni sotto processo e per ’intero
processo per modellare rendimenti di scala variabili. In tutte le descrizioni e formalizzazione
delle tecnologie a rete sopra (dalla 3 alla 5) i vettori delle risorse X contengono sia le
variabili condivise XS che esogene XEX le quali non sono state indicate per motivi di spazio
e perché comunque non si altera la descrizione della tecnologia visto che per tali input sono
mantenute le stesse assunzioni per tutte le variabili. Inoltre, nella descrizione della
tecnologia (5) si cambia leggermente la notazione per motivi di chiarezza indicando la
variabile di intensitd con A (A;,A{,A7,A7,A) invece che con ,v,&,A. Riassumendo i
passaggi compiuti di definizione e formalizzazione della tecnologia a rete finale di nostro
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interesse la tecnologia descritta nella (3) e quella con la libera disponibilita di tutti gli input
e output e incorporando gli output indesiderati senza alcuna trasformazione, la tecnologia a
rete descritta nella (4) € la stessa di quella nella (3) ma riporta gli output indesiderati sotto
la trasformazione monotona negativa Seiford and Zhu (2002), ed infine la tecnologia (5) &
la stessa di quella nella (4) sotto I'assunzione pero di rendimenti di scala variabile introdotti
attraverso la condizione di convessita )." = 1 sia per la tecnologia di processo che per

la sotto tecnologia dei sotto processi.

j=1 4=

3.311 modello output NDEA-VRS con output indesiderabili

La Figura 1 presenta un generico processo a 4 stadi con input esogeni e condivisi (X),
variabili intermedie condivise (z) e con la produzione di output buoni (y9) e output
indesiderabili (cattivi) (y?). Supponiamo allora che I’insieme delle DMU sia costituito da
J=Nunita DMU; (j = 1,.....N) e che ognuna di esse abbia m risorse denotato con x;; per
I’intero processo. Alcune di queste sono esclusivamente dedicate ai singoli sotto processi
come la risorsa indicata con la variabile di input xgper il primo sotto process, x; per il
secondo sotto processo, e xz e x per il terzo e il quarto sotto processo, mentre altre sono
risorse condivise, come accade per quelle indicate con le variabili di input (x5, x3,x4). In
totale quindi il processo per produrre i suoi output impiega 7 risorse. Indicheremo le risorse
condivise con x;1;(iy € S1),xi2(iz € S2), X35 (i3 € S3), Xi4j(i4 € Sy), rispettivamente e
dove S; US,US;US, ={1,2,..... m}, dove i pedici iy,iy,1i3,i, indicano il numero di
risorse condivise attribuite al primo, secondo, terzo e quarto sottoprocesso. Supponiamo
anche che ogni DMU abbia p risorse intermedie indicate con z;;(d = 1,2, ... p). Tali risorse
sono prodotte dal primo sotto processo, e quindi output di esse, e che possono diventare
input dei restanti 3 in una certa proporzione (nel nostro processo di Figura 1 diventano input
del secondo e del terzo). Il processo poi produce g output denotati con y,.;(r = 1,2, ....q).
Alcuni di questi sono prodotti dal secondo sotto processo, altri dal terzo e altri dal quarto e
li indicheremo con y,,;(r; € 0;),¥r3; (15 € 03), Y4rj (14 € O4). Alcuni di questi output
sono output “buoni” e altri “cattivi” (indesiderabili). Cosi per esempio nel nostro caso
avremo che per il secondo e terzo sotto processo il vettore degli output potra essere ripartito
in buoni e cattivi output mentre gll output del quarto saranno solo output deS|derab|I|
(buoni). Indicheremo allora con y%” (% € 07,1k, j EO0D), yg“’(r3 €05, 1%, €03)i
vettori degli ouput buoni e cattivi (|nde5|derab|I|) deI secondo e del terzo sotto processo,
rispettivamente. Per tutte le risorse di processo condivise x;; (dove k e il k-esimo
sottoprocesso k=1,2,3,4) attribuiremo delle porzioni a;; (0 < a;; < 1) di attribuzione di
ciascuna risorsa usata dal primo, dal secondo, dal terzo e dal quarto sotto processo. Cosi ad
esempio con « 1mdlcheremo la porzione di attribuzione della risorsa 1 (indicata con pedice)
condivisa con 11 primo sotto processo (indicato dall’ aplce) Se tale risorsa sara poi cond1V1sa
anche con il secondo, terzo e quarto indicheremo con « 13 1 = (1- 11 11 ]1)
le porzioni di attribuzioni rispettivamente al secondo terzo e quarto sotto processo della
risorsa di processo 1 (x;;) in modo tale che af; + a; 1t a 3+ af 1 = 1. Per tutte le risorse
intermedie z prodotte dal primo sotto processo e cond|V|se con ognl f-esimo sotto processo
attribuiremo, allo stesso modo come abbiamo fatto per le risorse di processo x, delle
proporzioni di attribuzione ﬁd (0< ﬁd < 1) e sempre con le stesse condizioni, ovvero che
la somma dei pesi attribuita aIIa stessa variabile intermedia condivisa sia sempre pari a 1.
Se per il processo in Figura 1 immaginiamo che tutti i sotto processi fossero separati e tutti
gli output prodotti fossero tutti output buoni per misurare la loro efficienza relativa
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potremmo usare modelli DEA convenzionali indipendenti con orientamento all’output (o
all’output), con assunzioni di ritorni di scala variabili (VRS) (o costanti CRS) e nella
versione moltiplicativa come segue:

e Per il primo sotto processo

1
min 11 1a11v11X110 +.uo
P WiaZ;
d=1"Y1d#id
v,w

6
s.t. Y- 1a511v511X511+,U/ > 1 6)
Za=1

WdZd B
v,w,u=20,a=0

Dove:

al = ¢ il vettore delle proporzioni degli input condivisi

x = xSharedattripuita al primo sottoprocesso con xshared ¢ Rt

v151= € il vettore dei pesi degli input condivisi

X1s1= € il vettore delle risorse condivise attribuite al primo sotto processo

w4 =€ il vettore dei pesi associati alle variabili intermedie prodotte dal primo sotto
processo

Z;q = € il vettore delle variabili intermedie prodotte dal primo sotto processo

e Per il secondo sotto processo

S2 2 2

min 2= 10‘121712 &0 Zzexz 1vlex2XLex20 +Z 1.8dW Zgo + Us
Zrz 1ur2 r20

()
S ahvf + N Ve X o + X0 BR2 WEZE 2
¢ i2=1%2Vi2 520 iex2=1 Viex2%iex2o0 =1Pa=1Wd4do — Hj > 1
S.t. o2 u Y2 =
r2=1Ur2172j

Dove valgono le stesse cose fissate per il sotto processo 1 tranne che ora il sotto processo 2
funziona non solo con risorse di processo condivise in una certa proporzione (a3X%) ma
anche con risorse dedicate di tipo esogeno (nel caso del processo in Figura 1 la risorse
indicata con la variabile x, e nel modello NDEA sopra indicata sempre con il vettore X ma
con pedice differente iex2) e con variabili intermedie condivise.

e Per il terzo sotto processo
s3 3 ex3 P3 p3..3,3 3
i3=1 al3v 3XS30 + ZlexS lex3X16x3o + Zd=1 ﬁdwdzdo + Ho

min
P3=1Urs Y30
(8)
ex3
¢ 13 al3vl3 531 Zlex3 1vlex3 Lex3] Z 1ﬁdeZd]+ll]
L. 3 =
7= 1ur3Yr3]

e  Per il quarto sotto processo

13



54 4.4 va 4

. Yia=1%s4VsaXsaotlho
min L
4=1U04Yo40

©)

4 4
Yiae1 XdaviX +Ii
i4=1 s4-] l>1

s.t. -
ZM— 1 uo4yo4]

Adottando per tutti i modelli sopra (6,7,8 e 9) la linearizzazione di Charnes and Cooper
(1962), avremo che:

e Primo sotto processo indipendentemente considerato

1
min 211 1 allv 1X110 + Uy
v, W

s.t. Y= 1a11v11X110+M11)_ HoiWiZg =0 (10)
d 1WpZd =1
viw!>0,al>0

e Secondo sotto processo

ex2
min ZLZ 10‘1217 120 — Liex2= 1vzex lex20 Z 1.8deZdo+ﬂo
v,w

2
s.t. 12 1“12v12X12] Zlexz lvleXZXleJCZ] +Z 1BdeZd] +“o Zrz 1ur2Y2 =0 (11)
VUL YS =1
v2ul,w?>0; a?,p%2>0

e Terzo sotto processo

. s3 ex3
min i3=1 al3vl3Xl30 Zlex3 1 17lex3XlexSo Z =1 Bdwdzdo + .uo
v, W
ex3 3
s.t. 13 lal3vl3Xl30 Zlex3 1vlex3Xlex3] Z 1ﬂdeZdo +.u0 Zr3 1ur3 3 =0 (12)

er 1ur3 3 =1
v3ud, w3 >0,a3,63>0

e Quarto sotto processo

4
min Yo, aivianXise + e
v, w

s.t. 14 1“14UL4X141 +.u1 254 1us4 4' =0 (13)

254 1us4— s4] =1
viu*>0,a*,*=>0
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Differentemente da Chen, Du, Sherman and Zhu (2014), il nostro processo di produzione
con input condivisi (indicato in Figura 1) € costituito da 4 sotto processi anziché 2. Questo
€ un punto innovativo del nostro paper rispetto alla letteratura che non sia Pinto (2020)*.
Un secondo aspetto riguarda 1’introduzione della produzione di output indesiderabili per un
processo di produzione a 4 stadi differenziandosi cosi anche da Fukuyama and Weber
(2014), che considera invece un processo di produzione con soli due stadi. Inoltre, sempre
in Fukuyama and Weber (2014), per misurare I’efficienza relativa di un processo produttivo
con tecnologia a rete con due sotto processi in cui si producono output indesiderabili si
adotta la soluzione della funzione di distanza direzionale. Noi, invece differentemente da
Fukuyama and Weber (2014), proponiamo una tecnologia a rete con quattro sotto processi
anziché due e mantenendo un modello NDEA con i moltiplicatori e con assunzioni di scala
variabile usiamo la misurazione radiale® anziché direzionale e trattiamo gli output
indesiderabili attraverso la trasformazione negativa traslata dei dati di output indesiderabili
indicata da Seiford and Zhu (2002). Come gia indicato tale soluzione sugli output
indesiderati preserva la convessita Seiford and Zhu (2002) ™. Questi autori infatti
argomentano che , supponendo che l'obiettivo sia quello di aumentare gli output buoni e
diminuire quelli negativi, questo puo essere perseguito in un modello DEA standard sotto
forma di inviluppo adottando la seguente trasformazione per gli output negativi:y}?j =

—yfj + v, > 0.Dove yﬁ’j ¢ ’output indesiderabile (cattivo) che verra moltiplicato per -1
mentre v, = max{y/;}+ 1. Il modello in Seiford and Zhu (2002), otterra un vincolo
indipendente per gli output indesiderabili con lo stesso segno di quello per uscite buone.
Assumendo che tale strategia di trattamento degli output indesiderabili possa essere
felicemente e senza ostacoli (consentendoci di rappresentare in modo veritiero una possibile
tecnologia con output indesiderabili) adattata utilmente anche al caso di modelli NDEA (per
altri modi di trattare gli output indesiderabili nella NDEA vedi esempio Fukuyama and
Weber (2014), indicando con yfj la trasformazione appena indicata i modelli DEA
indipendenti che abbiamo presentato sopra, dopo aver operato la linearizzazione di Charnes
and Cooper (1962), possono essere scritti come segue:

e Primo sotto processo
idem

e Secondo

§ Noi qui stiamo assumendo che la dualitd esistente tra modelli di inviluppo e modello dei
moltiplicatori valida per la modellistica DEA sia anche valida per i modelli NDEA a piu di due stadi.

™ Come gia indicato altrove nel testo la scelta di come trattare gli output indesiderabili dipende
sostanzialmente dalle esigenze di ricerca, dal processo reale che si sta modellando e dalla necessita
di descrivere la vera tecnologia (Halkos & Petrou, 2019). Poiché il lavoro e essenzialmente
metodologico e non applicativo la scelta del trattamento degli output indesiderabili del nostro
modello é guidata esclusivamente dal fatto che il trattamento degli output indesiderabili attraverso le
trasformazioni monotone ¢ tra i modi piu vicini alla idea di descrizione delle tecnologie di produzione
per processi di produttivi che hanno come output prodotti difettati e/o emissioni nocive per
I’ambiente. Verosimilmente per altri processi gli scarti di produzione sarebbero input e non output.
Ma trattare gli output indesiderabili attraverso la proposta di (Seiford & Zhu, 2002) preserva la
convessita come precisato dagli stessi autori
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2
min 212 1 “zzv 120 + ngxz 1vtex2Xlex20 + Z 1Bdwézéo + H127
v,w
02(g) 2(9) 02(b) ~2b;2(b)
s.t. 12 laLZULZXLZJ Zzexz 1vlex2Xlex21 2 1ﬁdeZd] +Au0 (Zrz 1 u?zyz +222 1 ZbY ) =0 (14)

2(g) 2() —2(b)z2(b
Zrz 1 Uy gY g ?2—1 rg)er() 1

v2,u2@ g Z(b) w2>0 a?,B?=0

e Terzo sotto processo

; Ss3 ex3
min i3=1 al3vl3XI.3O Zlex3 1 UI.eX3XI.eX3O Z =1 Bdwdzdo + Ho

v,w
3(9) 3(9) 03(b) 3(b) 3(b)
s.t. 213 1aL3U13XL3] + Zzex3 1vlex3Xlex31 +Z 1ﬁdw Zgj + Hg - (Zg3 gl u33y3g +Zg3 1 Y ) =0 (15)

—3(b)3(b
Zr3 1ur3yr33 +Zr3 1u rg )Yrs( )= =1
v3ud, w3 =0; a3,8320

e Quarto sotto processo

idem

Come si pud notare il vettore degli output dei modelli 14 e 15, relativi al secondo e al terzo
sotto processo del nostro processo di produzione in Figura 1, ora contiene output buoni, i
cui dati non sono stati trasformati, e output indesiderabili con dati trasformati. In questo
modo possiamo evitare di cambiare i vincoli del modello per accomodare gli output
indesiderabili nella misurazione. Passiamo ora a considerare il processo di Figura 1 come
un processo a rete con una sua tecnologia a rete con la produzione di output indesiderabili.
Come noto dalla letteratura per i modelli a rete a due stadi Kao (2009(a), Kao and Hwang
(2008), applicando i modelli sopra indicati in modo separato non si modellano correttamente
le misure intermedie z; ;. E questo perché in alcuni di essi (segnatamente per il nostro
modello per il secondo, terzo e quarto) tali variabili si riducono, mentre per altri, per il primo
sotto processo, si assume che esse rimangano invariate al livello corrente. Un approccio
alternativo fornito in letteratura per misurare 1’efficienza per i processi a due stadi & quello
di vedere loro da un punto di vista centralizzato Liang, Cook and Zhu (2008), e determinare
I’insieme dei pesi ottimali per le misure intermedie che massimizza lo score globale. Per il
nostro modello NDEA invece seguiremo solo Kao and Hwang (2008), e Kao 2009(a), ' e
assumiamo che w3, w3 = wy per tutte le variabili intermedie ( d=1, 2..d), e, poiché alcune
variabili di processo x sono anch’esse condivise assumiamo che v}, v3, vy, v = v;,

" L approccio relazionale proposto da questo autore/i prevede che la funzione obiettivo riguardi
I’efficienza dell’intero processo mentre quella dei sotto processi ¢ sviluppata nei vincoli. Per dare
relazionalita al modello gli autori poi assegnano alla stessa variabile lo stesso variabile peso. Noi per
sviluppare il nostro modello NDEA relazionale abbiamo seguito questo approccio. | passaggi dal 6
al 15 nel teso sono stati inseriti per avere maggiore chiarezza nel passare da modelli con tecnologia
senza indesiderabili output a quelli con indesiderabili output e per specificare i modelli DEA
convenzionale (10,13,14 e 15) da risolvere dopo come approccio dei modelli indipendenti. Altri
autori come (Liang, Cook, & & Zhu, 2008) prima definiscono i modelli per la misurazione della
efficienza dei processi e poi procedono ad una loro aggregazione ad esempio di tipo moltiplicativo.
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ovvero che i paesi associati ad una variabile di processo condivisa sia lo stesso per i tutti i
sotto processi in cui € presente come input. Proponiamo pertanto il seguente modello
relazionale NDEA-VRS nella versione moltiplicativa e orientata all'output senza vincoli
indipendenti:

YT v Xy + o+ g

min 1), 7@y G, 30 s psD)
90 5¥5@ysy50) | 5a®)y 7By

sys

Zl 1 ViX; +uo+uo+u3+uo

s.t Zq(g) SYS(Q)YSJ/S(Q)_l_Zq(b) SyS(g)ySJIS(b) =21 (16)
e 1“11‘7 X3 +P‘]o >1
Z 1 WaZg
s2 X Zexz ex2 exz 2 ’3 Z +
i2=1Aj2Vi2 iex2= 1vlex2 iex2 =1PadWatd .uo

02(g) 02 02(b) oZ(b) 02(b)
ZT‘Z 1 ZT‘Z 1 Y
L3 1 al3v X Zleexx33 1 vfe’;33xg’;33 + Z =1 .BdeZd + lio

3(9) 203(b) 3(b)Y3(b)
r3=1

>1
r3 1ur3Y

s4
i4=a 1417 4X14 +uy

4
ra=1Ura¥rs

Come si puod notare nel modello sopra le singole componenti del vettore X, sia che sia il
vettore degli input di sistema X5YS che il vettore degli input di processo condivise
X7, X52, %53, X7* ricevono la medesima variabile peso v;. Per, indicare che la stessa
variabile, ad esempio x5, riceve sempre la stessa variabile peso sia che venga trattata come
variabile di sistema globale sia che sia trattata come una variabile condivisa con i restanti
sotto processi (come accade alla stessa x5 che € variabile di processo ma anche condivisa
con il secondo e il terzo sottoprocesso e attribuita ad essi in proporzioni pari
ajy, af e ay =1 — ajy — afs, rispettivamente al primo, al secondo e al terzo sotto
processo) assegniamo la stessa variabile di peso v. Allo stesso modo per le variabili
intermedie z, sia che esse siano trattate nel modello NDEA come output del primo sotto
processo che come input di altri sotto processi attribuite ad essi in certe proporzioni,
abbiamo associato la stessa variabile perso w. Adottando la linearizzazione di Charnes and
Cooper (1962), abbiamo:

min X viXio + pg + pg + pd + ud
sty wyItt =1 (17)
Y7 — 1leg+b bR+l +uk >0
Y anviXt =28 wizl +ul >0
222:1 ﬁdwlz{m + Zf§=1 a’izvixis2 + Ziegaczz—1v'XEX2 Zozlu Y2g+b +pu5;=0
Zzi BdWiZl:glg + 2?21 viXiqg + Leexx%— UtexBXLeggch 2?31 uiYi3g+b + .ut?; =0

04 49 4
G- viX} i= WY+ 20
S S . .
pivi, w; =0 and uy” u},,u?,,u?,,ug free in sign

Dove:
X;, = e il vettore delle risorse del sistema in esame X; € RP
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Yi“j“’ = ¢ il vettore degli output del sistema in esame composto da entrambi gli output

buoni Y9994 che brutta uscita Y244 [ygood = ybad] € RI*P with g+ b =g

X1 = & il vettore delle risorse condivise assegnate al primo sotto processo X;'* € RP!

Z} = e il vettore degli output del primo sottoprocesso Z} € R9* ed anche le variabili

intermedia condivise con gli altri sotto processi [Z;, Z,] € R#!

Z$1% =i s il vettore delle variabili intermedie condivise (output del primo sotto processo e

input per gli altri)[Z12, Z,] condivisa tra la prima e la seconda prova e attribuita alla

seconda in precise proporzioni a4, a,, definite ex ante

X7? = & il vettore delle risorse di sistema condivise con il secondo sottoprocessoX; 2
€ RP3

XEX2 = ¢ il vettore di variabili esogene utilizzato dal secondo sotto processo per la sua

tecnologia di produzione X2 € Rp*

Yizg b — &l vettore degli output del secondo sotto processo costituito da entrambi gli output

buoni Y9°°¢ che output indesiderabiliy??¢ [ygood — ybad] g RIVFtPlyith g1 + bl =
1

Z$13 = @& il vettore delle variabili intermedie condivise prodotte dal primo sotto processo e

attribuite secondo le proporzioni a;; a5 al terzo sotto processo

X3 = ¢il vettore delle risorse di sistema condivise con la terza parte sotto processo secondo

proporzioni stabilite ex ante

XFX3 = ¢ il vettore delle risorse esogene utilizzate esclusivamente dal sotto processo 3

Yfg b = & il vettore degli output buoni (g) e indesiderabili (b) prodotti dal sotto processo 3

X} = &l vettore delle risorse utilizzate dal sotto processo 4
Yfg = ¢ il vettore degli output prodotti dal sotto processo 4

Come si pu0 vedere il modello (1) presenta il vettore degli output distinguendo tra output
buoni Y9 da una cattiva uscita Y nello stesso vincolo del modello. Questi ultimi output
negativi continuano a essere trattati nel modello (1) come output buoni dopo aver effettuato
la trasformazione Seiford and Zhu (2002), senza dedicare loro un vincolo indipendente.
L'efficienza relativa del sistema sara:

Esys = Z?:l ngio + .ucl)* + .ucz)* + /"g* + ,ng* (18)

3.3.1L efficienza relativa dei sotto processi

La linearizzazione Charnes and Cooper (1962), adottata per il modello NDEA (1) e la natura
relazionale dello stesso Kao 2009(a), ci permettono di derivare I'efficienza relativa dei sotto
processi applicando la formula di decomposizione moltiplicativa Kao (2009(a). Avremo
quindi:

» Efficienza relativa del primo sotto processo:

Pl ,S1 * *
X X uitpn

Ey = (19)

q1 1,,%
i=1 Zi Ujq

* Efficienza relativa del secondo sotto processo:
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P2 ,S12 P3 52 x P4 EX2_ * *
s 27wt s X Twi T X ui g

q2 ,2g+b_«
Yo Y Viz2(g+b)

Ey = (20)

» Efficienza relativa del terzo sotto processo:

P5 ,S13 , * pP6 _ y,S3 P7 EX3 *
E X 2 Wi AR Wi XY S X Wi s 1)
= 39+h_+

e
Yo Y Vi3(g+b)

* Efficienza relativa del quarto sotto processo:

p8 4 *
X Xiutiy

— wq4 49, x
Li=1 Vi Vi)

Ey (22)

Poiché il trattamento degli output indesiderabili consisteva nella trasformazione negativa
proposta in Seiford and Zhu (2002), entrano nel modello NDEA come quelli buoni e la
misurazione all'output dell'efficienza relativa dei sotto processi, a nostro parere, pud essere
effettuato con l'applicazione della formula di decomposizione moltiplicativa dell'efficienza
relativa nel caso di modelli relazionali NDEA una volta eseguita la linearizzazione del
modello stesso e introdotto il vincolo di normalizzazione sugli output (X7_, ¥9*"v; = 1)
Charnes and Cooper (1962).

4. Esempio applicativo

In questa sezione riportiamo un esempio applicativo del modello NDEA sopra proposto
con un campione virtuale di N = 150 DMU omogenee ciascuna delle quali dotata di un
processo produttivo con struttura a rete come quella di Figura 1 con 5 ingressi di cui 5
uscite 2 prodotti difettosi rispettivamente dal sotto processo 2 e 3 e due variabili
intermedie Intermedio 1 e Intermedio 2. | dati sono stati generati con un generatore di dati
casuali in R (RCoreTeam, 2016).

4.1Dataset

Per la nostra applicazione utilizzeremo dati virtuali generati con un generatore di dati casuali
(RCoreTeam, 2016). L'applicazione qui proposta mira sia a mostrare i risultati del modello
in via comparativa con la sua versione completamente con output buoni (1), sia ad indagare
la performance sia del sistema che delle sue parti) Banker, Charnes and Cooper (1984),
Banker (1984), Seiford and Zhu (1999 (a), in presenza di produzione output indesiderabili.

Tabella 1: Statistiche descrittive del data set
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min max range median mean std.dev

input.1 201 214 13 207 206,44 2,837
input.2 98 115 17 107 106,953 3,203
input.3 144 159 15 152 151,907 3,046
input.4 104 114 10 109 109,073 2,063
input.5 53 68 15 59 59 2,742
input.6 164 173 9 169 168,673 1,971
input.7 164 175 11 169 169,047 1,926
output.1 90 105 15 95 95,853 3,112
bad.output.2 190 205 15 197 196,973 2,063
bad.output.3 171 187 16 179 179,06 3,205
output.4 117 145 28 134 133,287 5,174
output.5 101 118 17 108 108,233 3,292
intermediate.1 127 136 9 131 130,953 1,873
intermediate.2 111 130 19 120 120,193 3,142
y2_bad 1 16 15 9 9,027 2,963
y3_bad 1 17 16 9 8,94 3,205

La Tabella 1 riporta le statistiche descrittive del set di dati, comprese quelle delle variabili
di output non valide dopo la trasformazione y2,,4,V3paq)- La tabella 2 che segue é la
tabella delle correlazioni tra le variabili del modello.

Tabella 2: Correlazione tra input, output e variabili intermedie

input.Tinput.2input.3input.4input.5input.6input.7output. 1bad.output.2bad.output.3output.4output.5intermediate. Tintermediate.2y2_bady3_bad

input.1 1-0.044 0.193 0.102 0.131 0.183-0.017 0.038 -0.101 0.035 0.083 -0.022 -0.048 0.008 0.101 -0.035
input.2 -0.044 1 0.108 0.149-0.051-0.005-0.123 0.104 -0.15 -0.006 0.064 0.083 -0.092 0.043 0.15 0.006
input.3 0.193 0.108 1-0.136 0.037 0.097-0.157 -0.118 -0.087 -0.117 0.046 -0.001 0.093 0.072 0.087 0.117
input.4 0.102 0.149-0.136 1 0.07-0.124 0.014 -0.071 0.023 -0.012 0.075 0.062 -0.015 -0.023 -0.023 0.012
input.5 0.131-0.051 0.037 0.07 1-0.061-0.047 0.006 0.022 -0.082 0.057 0.009 -0.005 -0.012 -0.022 0.082
input.6 0.183-0.005 0.097-0.124-0.061 1 0.05 0.065 -0.011 -0.022 0.034 0.036 -0.001 -0.18 0.011 0.022
input.7 -0.017-0.123-0.157 0.014-0.047 0.05 1 0.041 0.164 -0.004 -0.015 0.149 0.051 -0.187 -0.164 0.004
output.1 0.038 0.104-0.118-0.071 0.006 0.065 0.041 1 -0.062 0.111 -0.284 -0.084 -0.046 0.053 0.062 -0.111
bad.output.2 -0.101 -0.15-0.087 0.023 0.022-0.011 0.164 -0.062 1 -0.003 0.036 -0.01 0.046 -0.066 -1 0.0038
bad.output.3  0.035-0.006-0.117-0.012-0.082-0.022-0.004 0.111 -0.003 1 -0.075 -0.127 -0.043 -0.057 0.003 -1
output.4 0.083 0.064 0.046 0.075 0.057 0.034-0.015 -0.284 0.036 -0.075 1 0.113 0.123 -0.042 -0.036 0.075
output.5 -0.022 0.083-0.001 0.062 0.009 0.036 0.149 -0.084 -0.01 -0.127 0.113 1 -0.035 -0.135 0.01 0.127
intermediate.1-0.048 -0.092 0.093-0.015-0.005-0.001 0.051 -0.046 0.046 -0.043 0.123 -0.035 1 0.102 -0.046 0.043
intermediate.2 0.008 0.043 0.072-0.023-0.012 -0.18-0.187 0.053 -0.066 -0.057 -0.042 -0.135 0.102 1 0.066 0.057
y2_bad 0.101 0.15 0.087-0.023-0.022 0.011-0.164 0.062 -1 0.003 -0.036 0.01 -0.046 0.066 1 -0.003
y3_bad -0.035 0.006 0.117 0.012 0.082 0.022 0.004 -0.111 0.003 -1 0075 0.127 0.043 0.057 -0.003 1

Poiché la trasformazione eseguita sugli output indesiderabili & monotona le correlazioni
rimangono invariate con segno invertito. Come € possibile notare tutti le variabili sono
debolmente correlate tra di loro. Ma seppur riferita a dati non realistici occorre notare che:
1) I’output desiderabile y1 prodotto dal secondo sotto processo ¢ negativamente correlato
con I’output indesiderabile prodotto da esso stesso y2 (bad) seppur dopo la trasformazione
la correlazione cambia di segno, 2) 1I’output desiderabile y4 prodotto dal terzo sotto processo
¢ negativamente correlato con I’output indesiderabile prodotto da esso stesso y3 (bad)
seppur dopo la trasformazione la correlazione cambia di segno. Queste correlazioni ci
suggeriscono che un aumento dell’ output desiderabile prodotto nel sotto processo 2 genera
una riduzione dell’ output indesiderabile generato in esso e lo stesso accade per il sotto
processo 3, 3) che gli input 4,5 e 7 sono positivamente correlati con 1’output indesiderato
prodotto dal sotto processo 2 (y2 bad) ma negativamente correlati con I’output
indesiderabile y3(bad) prodotto dal terzo sotto processo (prima della trasformazione dei dati
operata sugli output indesiderabili). L ulteriore lettura ¢ lasciata al lettore.
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4 2Risultati

I risultati di efficienza relazionale ottenuti con modello NDEA (17) e quelli relativi ai sotto
processi ottenute delle formule di efficienza relativa (19,20,21,22) sono riportati nella
Tabella 3 sottostante.

Tabella 3: Statistiche descrittive per le misurazioni dell'efficienza output NDEA-VRS.
N=150

nbr.val min max median mean std.dev

System 150 1 1,058 1,003 1,011 0,014
Sub1 8 1 1,11 1,056 1,056 0,036
Sub 2 147 1 547,636 1,094 7,525 49,88
Sub 3 148 1 98,761 131 5,445 13815

Sub 4 114 1 24,676 1,088 1,648 2,59

Come si puo leggere dalla Tabella 3, in media il sotto processo 1, cioe il processo interno
dedicato esclusivamente alla produzione di output ad uso interno presenta una inefficienza
tecnica di 5.6%. Ovvero dato il livello delle risorse ad esso attribuito questo sotto processo
ha ancora un potenziale di produzione ad uso interno del 5.6%. In altre parole, I’unita media
pud aumentare proporzionalmente del 5.6% la produzione delle risorse intermedie z4 e z,.
Il secondo sotto processo potrebbe in media aumentare le sue performance, e quindi
migliorare le performance di sistema, attraverso la riduzione dei suoi output indesiderabile
applicando la formula di proiezione per gli output indesiderabili fornita in (Seiford & Zhu,
2002) data da y° = v, — (h*y? + s*) e quindi in questo caso una riduzione in media
dell’output indesiderabile 2 da 206 a 206-7.525*9.027=136.243 e allo stesso tempo
espandendo in media il suo output desiderabile y1 del 752% ovvero da 95.853 a
95.853*7.525= 714.875. E cosi via per il primo, terzo e quarto sotto processo Nel caso il
processo di produzione fosse stato considerato senza tener conto delle operazioni interne
dei suoi sotto processi, ovvero come processo che avrebbe usato input per produrre output,
I’efficienza relativa del processo medio misurato con un modello DEA convenzionale
sarebbe stata 100% (vedi Tabella 4) contro I’oltre 101% di quella del processo medio con
le sue operazioni interne (vedi Tabella 3). Allo stesso modo per i suoi sotto processi se li
avessimo considerati parti indipendenti all’interno dell’intero processo avremmo avuto che
in media gli score di efficienza relativa sarebbero stati rispettivamente del 1.023 per il primo
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sotto processo, 1 per il secondo, 1.045 per il terzo 1.061 per il quarto, mentre con il modello
NDEA sarebbero state del 1.056, 7.525, 5.445 e 1.648.

System First sub process
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0 40
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Figura 2: Boxplot degli score NDEA
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Figura 3: Boxplot degli score DEA

Risolvendo in modo indipendente per ognuno dei sotto processi un modello DEA-VRS con
orientamento alla misurazione all’output come quelli indicati nella 10 per il primo sotto
processo, nella 14 per il secondo, nella 15 per il terzo e nella 13 per il quarto, si ottengono
i risultai riportati nella Tabella 4 sotto.

Tabella 4: Statistiche descrittive modello DEA

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
System 1 1 1 1 1 1
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Subl 1 1,008 1,023 1,023 1,036 1,06
Sub2 1 1 1 1 1 1
Sub3 1 1 1,039 1,045 1,076 1,18
Sub4 1 1,035 1,066 1,061 1,085 1,158

Confrontando le Tabelle 3 e 4 é evidente come le interrelazioni tra i sotto processi hanno
generato differenza nelle misurazioni. Cosa si nota & che con il modello relazionale le
efficienze di sotto processo sono nettamente superiori rispetto a quelle ottenute misurando
con modelli DEA indipendenti. La distribuzione degli score di efficienza ottenuti con
modelli DEA indipendenti e rappresentata in Figura 4. Dalla cui analisi emerge con
evidenza come le misurazioni della efficienza con le due differenti strategie (modelli DEA
indipendenti e modelli NDEA relazionali) generano significative differenze nella
distribuzione degli score di efficienza soprattutto per i sotto processi. Ad esempio, per il
primo sotto processo la frequenza delle osservazioni interamente efficienti e di gran lunga
superiore con la misurazione con modelli DEA indipendenti

Second sub process Third sub process Second sub process Third sub process
1M Gl |
E ] 3 % W : }
o B e |1
- T T 7 T 1 - T % 1 ( T T 1
¢ 2 a4 8w oW w1 s w1 e s
SdwsNF e b QVR S5l VRSl

Fourth sub process Fourth sub process

¢ ¢

T @ 1
5 0 10 105 110 118
e VRSl

Figura 4: Densita e istogramma score di efficienza con i modello DEA e NDEA VRS
output

5. Discussione

Il lavoro ha modellato un processo di produzione a rete con quattro sotto processi
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interconnessi tra di loro attraverso variabili intermedie e condivise. La tecnologia di
produzione a rete assegnata al processo prevede dungue la produzione di output
indesiderabili, I’impiego di risorse condivise (ti tipo intermedio e non) e 1’impiego di
risorse dedicate e di tipo esogeno. Come pud notarsi dalla Figura 1 il processo presenta
una struttura interna in cui le operazioni di ogni suo sotto processo sono affidate sia a
risorse di sistema condivise (x;¢) con gli altri sottoprocessi sia con variabili intermedie
condivise (z) e sia a variabili dedicate (x,,) ai singoli sotto processi. La tecnologia di
produzione a rete di tale sistema assume: 1) libera disponibilita di tutti gli input e di tutti
gli output e in modo da assumere assenza di costi per la riduzione di essi (tecnologia 3 e
4), 2) sia ritorni di scala costante (tecnologia 3) che ritorni di scala variabili (tecnologia 5
con output indesiderabili) sia per il processo che per i suoi sotto processi, 3) la produzione
di output indesiderati (tecnologia 4 e 5). Per misurare I’efficienza relativa abbiamo
proposto un modello NDEA sviluppato secondo 1’approccio relazionale Kao (2009(a)), e
con un orientamento all'output ** . Differentemente da quanto accade in Chen,Du,
Sherman and Zhu (2010), per i modelli NDEA con input condivisi il modello NDEA
proposto qui, € stato sviluppato per un processo produttivo con 4 sotto processi anziché
due. Il modello quindi non adotta I’aggregazione proposta in Liang, Cook and Zhu (2008),
ma 1’approccio relazionale proposto in Kao (2009(a)), che prevede come funzione
obiettivo ’efficienza di sistema e dai vincoli definisce le efficienze di sotto processo.
L’approccio relazionale di Kao (2009(a)), nel caso di sistemi a rete in cui gli stessi input
X possono essere usati dai diversi sotto processi del sistema e gli stessi output Y possono
essere prodotti da pil sotto processi oltre a richiedere che gli stessi fattori siano essi X o
Y devono avere lo stesso moltiplicatore (u o v) richiede che lo stesso peso sia applicato
alle variabili intermedie Z (con pesi w). L approccio relazionale consente di descrivere le
operazioni tra i processi attraverso la specificazione dei vincoli del modello. Una volta
ottenute le soluzioni ottime del modello relazionale (u*, v*,w*) le efficienze relative dei
sotto processi si ottengono dai vincoli usando questi valori ottimi. Tutti questi passaggi
sono quelli seguiti qui nel modello NDEA (17) e nelle formule di efficienza di sistema
(18) e dei sotto processi (19,20,21 e 22). Kao (2009(a)), propone questo approccio nel
caso di modelli CRS con orientamento all’input il nostro modello invece assume ritorni
di scala variabili e aggiunge una variabile libera (u) sia lla funzione obiettivo che ai vincoli
in modo che I’efficienza di scala del processo sia data dalla somma delle variabili libere
dei vincoli. Chen, Cook, Kao and Zhu (2014), mostrano che nel caso di DEA network con
due sotto processi che 1I’equivalenza appena citata (1’uso della variabile libera dei modelli
DEA convenzionali per trattare i ritorni di scala anche nei modelli DEA Network) pud
non mantenere. Anche questo, a nostro avviso, potrebbe in parte spiegare score di
misurazione ritenuti “anomali” (vedi Tabella 3).Non si esclude pero che tale “anomalia”
potrebbe essere invece attribuita anche a: 1) natura virtuale dei dati usati per risolvere il
modello (la disponibilita di dati reali potrebbe consentire una piu attenta valutazione del
modello) , 2) dalla imposizione di una struttura di preferenza nell” allocazione delle risorse

H Questa é stata una nostra scelta, convinta che sia pit interessante il caso di aumentare i buoni output
di un processo e allo stesso tempo limitare la produzione di quelli indesiderabili rispetto al caso di
ridurre gli input a parita di output buoni e cattivi. Tuttavia, non & difficile passare alla versione del
modello con misurazione dell'input
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tra i sotto processi Pinto(2020)*, 3) alla numerosita campionaria®, 4) dalla mi
specificazioni delle relazioni interne.

Il trattamento degli output indesiderabili in questo lavoro ha seguito una delle strategie
proposte in letteratura per la modellazione degli stessi Walheer (2018). Nello specifico ha
trattato gli output indesiderati attraverso una trasformazione monotona negativa. Cio ha
permesso di trattare nel modello NDEA sia gli output indesiderati che quelli buoni allo
stesso modo. Allo stesso tempo tale modo di trattare gli output preserva la convessita
come fatto notare da Seiford and Zhu (2002), ed é cosi possibile usare una misura standard
e assumere che 1’abbattimento degli output indesiderabili € senza costo (assunzione di
libera disponibilita degli output indesiderabili). La plausibilita di tale assunzione potrebbe
essere presente nella realtd quando per esempio alle imprese si offrono indennizzi
adeguati o altri strumenti per ’abbattimento di output indesiderabili i cui costi sono
interamente a carico di terzi oppure quando tale riduzione non comporta la riduzione
dell’attivita (contrariamente alla assunzione di libera disponibilita debole di Fare,
Grosskopf, Lovell and Pasurka (1989). Il modello poi si differenzia anche dal modello in
Fukuyama and Weber (2014), che accomodano in un modello NDEA a due stati la
misurazione direzionale. Oppure da modelli come quello in Liu, Zhou, Ma, Liu and Shen,
(2015), che invece assumono disponibilita debole solo per gli output indesiderabili ma
non per gli output desiderabili. Oppure come mostrato sempre in Fukuyama and Weber
(2014), di accomodare in modelli relazionali alla Kao and Hwang (2008), gli output
indesiderabili direttamente nella funzione obiettivo. Il modello e la proposta si differenzia
anche da Fukuyama and Weber (2010), in quanto non si occupa di come trattare gli slack
in presenza di output indesiderabili.

Per sintetizzare relativamente alla classificazione di Castelli, Pesenti and Ukovich (2010),
il nostro modello NDEA ¢ a variabili condivise, sia di processo che intermedie, e a
variabili esogene. Mentre rispetto alla classificazione di Kao (2014), con riferimento alla
misurazione & come gia detto con misurazione radiale (assumendo valida la dualita tra
modelli di inviluppo e dei moltiplicatori per processi con piu di due stadi).

Dal punto di vista applicativo, a nostro avviso, il paper costituisce: 1) un avanzamento
della modellistica NDEA come modello di misurazione della efficienza relativa di
processi di produzione con piu di due sotto processi gia proposti da Pinto (2020)*, e 2)
uno strumento di policy organizzative differente da Pinto(2020)**, considerando una
tecnologia di produzione a rete con quattro sotto processi e output indesiderabili.

6. Conclusioni

In conclusione, il paper ha proposto un modello NDEA relazionale Kao (2009) (a), nella
versione dei moltiplicatori con assunzione di ritorni di scala variabile e misurazione
dell’efficienza all’output. Il processo di produzione oggetto della misurazione con tale
modello é stato modellato come un sistema a rete con quattro sotto processi interconnessi
tra di loro. La tecnologia a rete attribuita al processo, differentemente da quanto accade
in Pinto (2020)*, prevede la produzione di output indesiderabili. Le sub-tecnologie dei

88 Da alcune simulazioni per esempio passando dall’attuale N=150 a N=75 tutti i valori medi ¢ max
si abbassano notevolmente.
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sotto processi non sempre producono output indesiderabili come accade per esempio per
il sotto processo 4 che non produce alcun output indesiderabile. 1l funzionamento del
sistema si basa sulle operazioni che intercorrono tra i quattro sotto processi e con
I’'impiego di variabili esogene, intermedie e condivise Castelli, Pesenti and Ukovich
(2010). L’obiettivo principale del paper ¢ stato quello di ampliare la modellistica NDEA
per la misurazione della efficienza relativa di tecnologie di produzione a rete con piu di
due sotto tecnologie (come gia accade per esempio in Pinto (2020) *, e Pinto (2020)***),
considerando anche la produzione di output indesiderabili oltre che input condivisi. Il
modello NDEA proposto qui seguendo gia quanto proposto in precedenza in Pinto
(2020)**, puo essere impiegato come uno strumento di policy organizzativa Smith and
Street( 2008). Tra le policy di interesse che il modello accomoda e certamente quello di
ridurre la produzione di esternalita negative Fleishman, Alexander, Bretschneider and
Popp (2009), oppure di ridurre i prodotti difettati, o i servizi inadeguati ecc. ecc. Ognuno
di tali aspetti & modellato nelle (sub)tecnologie a rete di produzione come output
indesiderabili da ridurre. La scelta di non collegarsi a nessuna modellizzazione teorica
Fare, Grosskopf, Lovell and Pasurka (1989), Forsund (2017), Walheer (2018), degli
output indesiderabili fa si che il modello pud riguardare la misurazione delle performance
senza modellarli come un prodotto difettato, piuttosto che come un servizio inappropriato,
oppure una emissione nociva o qualsiasi altra possibilita. Ma la base comune adottata dal
modello & quella che tali output vengano ridotti anche quando I’attivita ¢ in crescita. Dal
punto di vista del trattamento di tali output indesiderabili e dal punto di vista della
misurazione il modello NDEA proposto qui si differenzia da quello in (Fukuyama &
Weber, 2014) oltre per il fatto di prevedere 4 sotto processi anziché 2 anche per aver
adottato una misura radiale anziché direzionale come fa quest’ultimo autore. Pertanto, il
nostro modello misurera le performance che a parita di input possono essere migliorate
espandendo in maniera proporzionale tutti gli output buoni (desiderabili) e contraendo
tutti quelli indesiderabili secondo la formula di proiezione degli output indesiderabili di
(Seiford & Zhu, 2002). Il lavoro trattando gli output indesiderabili attraverso la
trasformazione proposta in Seiford and Zhu (2002), consente di preservare la convessita.
Il nostro modello di misurazione assume poi nessun costo di abbattimento né riduzione
degli output indesiderabili. Seguendo Walheer (2018), il lavoro ha trattato tutti gli input
della tecnologia a rete come input dedicati alla produzione di tutti gli output del modello
(desiderabili e non) e non modella esplicitamente la relazione tra i diversi output. Il
modello si presta pertanto a ulteriori modellizzazioni della tecnologia di produzione a rete
sottostante. Una evidente possibilita € trattare alcuni input della tecnologia a rete come
input dedicati alla produzione solo di alcuni output e trattare la relazione tra i diversi
output della tecnologia compresi quelli indesiderabili attraverso 1’assiomatizzazione
Cherchye, De Rock and Walheer (2015), Walheer (2018). Cosi come il modello potrebbe
essere sviluppato ulteriormente adottando una misura diversa di quella radiale come
guella basta sugli slack oppure la misura direzionale Fukuyama and Weber (2014).
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